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Abstract:  Locally linear embedding is a kind of very competitive nonlinear dimensionality reduction with good 
representational capacity for a broader range of manifolds and high computational efficiency. However, they are 
based on the assumption that the whole data manifolds are evenly distributed so that they determine the 
neighborhood for all points with the same neighborhood size. Accordingly, they fail to nicely deal with most real 
problems that are unevenly distributed. This paper presents a new approach that takes the general conceptual 
framework of Hessian locally linear embedding so as to guarantee its correctness in the setting of local isometry to 
an open connected subset but dynamically determines the local neighborhood size for each point. This approach 
estimates the approximate geodesic distance between any two points by the shortest path in the local neighborhood 
graph, and then determines the neighborhood size for each point by using the relationship between its local 
estimated geodesic distance matrix and local Euclidean distance matrix. This approach has clear geometry intuition 
as well as the better performance and stability to deal with the sparsely sampled or noise contaminated data sets that 
are often unevenly distributed. The conducted experiments on benchmark data sets validate the proposed approach. 
Key words:  manifold learning; Hessian locally linear embedding; neighborhood size; dimensionality reduction 

摘  要: 局部线性嵌入是最有竞争力的非线性降维方法,有较强的表达能力和计算优势.但它们都采用全局一致

的邻域大小,只适用于均匀分布的流形,无法处理现实中大量存在的非均匀分布流形.为此,提出一种邻域大小动态

确定的新局部线性嵌入方法.它采用 Hessian 局部线性嵌入的概念框架,但用每个点的局部邻域估计此邻域内任意
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点之间的近似测地距离,然后根据近似测地距离与欧氏距离之间的关系动态确定该点的邻域大小,并以此邻域大小

构造新的局部邻域.算法几何意义清晰,在观察数据稀疏和数据带噪音等情况下,都比现有算法有更强的鲁棒性.标
准数据集上的实验结果验证了所提方法的有效性. 
关键词: 流形学习;Hessian 局部线性嵌入;邻域大小;降维 
中图法分类号: TP181   文献标识码: A 

1   问题的提出 

很多高维数据,如遥感、气候等常常分布于较低维的流形上,自从《Science》在 2000 年发表最有代表性的

方法ISOMAP(isometric feature mapping)和LLE(locally linear embedding)以来[1,2],寻找描述这样低维流形的参

数空间就成为最近的研究热点 .ISOMAP在降维过程中通过计算点对之间的测地距离 ,并采用MDS 
(multi-dimensional scaling)方法来获取全局最优的几何结构,获得了较好的效果,目前已发展了很多改进算法,如
基于核方法的ISOMAP、监督ISOMAP[3]、增量式ISOMAP[4]等.LLE在降维嵌入过程中保持局部的几何结构不

变,并能避免局部极小,最终获得一个全局的低维嵌入系统,效果也很好.目前的改进算法包括利用Hessian变换

改进的算法HLLE(Hessian LLE)[5]、利用数据分类信息改进的监督LLE、增量式LLE[6]、利用Fisher改进的LLE[7]

等.目前,国内也展开了较深入的理论研究和应用实践[8].例如,ISOMAP中连续流形与其低维参数空间等距映射

的存在性证明[9]、根据放大因子和延伸方向研究高维观测数据与其低维参数空间数据的联系[10]等. ISOMAP的
基本假设是全局等距映射和凸的参数空间,这在很多情况下难以满足;而HLLE只要求局部等距映射和开的连

通参数空间,有更宽的应用范围.但是,与ISOMAP一样,都极大程度地依赖于局部邻域是否正确地反映了流形的

内在结构.现有的k-近邻邻域确定方法对稀疏和噪音数据容易产生扭曲的邻域结构,从而导致短路现象[11].所谓

短路是指流形上的折叠面靠得很近,使得某些点的邻域来自不同的折叠面,因而并不是流形上的最近邻,这常常

导致显著的性能偏差,因此需要邻域优化.邻域优化方法包括从完全连接图中重复抽取最小生成树来构造连通

邻域图的方法[12],以保证降维之后不丢失数据之间的相对位置.利用数据的分类信息重定义距离,进而利用新定

义的距离来确定邻域的方法[3],缺点是对无分类信息的数据不适用.目前,也有利用残差和线性重构造系数来自

动选择最佳邻域大小的研究[13−15],但一旦确定,每个数据点的邻域大小仍然是相同的.另一种方法是为每个点选

择初步邻域,利用PCA(principal component analysis)构造此邻域的主线性子空间,然后从邻域中删除偏离主线性

子空间的邻域点[16],当邻域本质上是非线性时,此方法可能不适用,同时,太多的参数使得应用起来较为困难. 
我们以前的工作重点是利用聚类技术对数据自动聚类,然后采用有监督的方法改善邻域[17],利用图代数优

化邻域[18]等,但邻域大小仍然是全局统一的.考虑到HLLE需要保持局部区域的线性化,当数据流形是非均匀分

布时,采用全局统一的邻域大小难以满足,因为若邻域参数取得太大,则容易消除流形的小尺度结构,并不可避

免地面临短路问题,相反,则容易导致流形分裂 [19].因此,我们曾提出了对整个不均匀分布流形递归分解为近似

均匀分布的子流形,并自动计算每个子流形邻域大小的方法,进而改进LLE[20],但是它需要计算所有点之间的测

地距离,时间复杂度太高,接近O(|X|3),而且LLE性能不及HLLE.为此,本文只计算每个点与其附近点之间的近似

测地距离 ,并用它来确定该点邻域的大小 ,进而提出邻域大小动态改变的Hessian局部线性嵌入算法

VK-HLLE(variable k Hessian locally linear embedding),不仅性能显著提高,而且也未增加时间复杂度. 

2   Hessian 局部线性嵌入 

假定有一个参数空间Θ⊂Rd和一个光滑映射ϕ:Θ→Rn,其中,嵌入空间Rn满足n>d,则称M=ϕ(Θ)为流形,流形学

习的目的是根据观察数据确定参数空间Θ.ISOMAP采用等距特征映射(isometric feature mapping)来实现流形学

习,其基本假设是:① 等距:测地距离在等距嵌入映射下是不变的,流形上任意点之间的测地距离在等距嵌入变

换下获得的欧氏空间中仍然保持:G(x,y)=|α−β|,x,y∈M且α,β∈Θ;② 凸性:参数空间Θ是凸的.对任意α,β∈Θ,线段

{(1−t)α+tβ:t∈(0,1)}仍然属于Θ.ISOMAP算法利用等距嵌入的这种不变性,在没有任何关于观察数据测度知识
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的基础上构造测地距离,方法是,假定当两点非常近时,测地距离等于欧氏距离,而对较远的点对之间的测地距

离则根据近邻点之间测地距离的累加来实现 .当观察数据集足够密集且内在的参数空间是凸的时候 ,则
ISOMAP能够成功地获得参数空间.ISOMAP面临的问题是,在很多情况下,参数空间并不是凸的,此时它得不到

正确的结果. 
HLLE采用局部线性方法实现流形学习.它只要求局部等距映射的子集是开的且连通,而不必是凸的.其理

论依据来源于流形切空间上的Hessian变换.假定流形M⊂Rn是光滑的,其任意点m∈M都有切空间Γm(M),在此空

间引入欧氏空间的内积就可以建立局部坐标系统,且有原点O∈Γm(M).设Nm是m∈M的邻域,对任意m′∈Nm都有

唯一的最近点 v′∈Γm(M)使得映射m′→v′是光滑的 ,因此 ,Nm具有局部坐标系统 .设 f:M→R在m附近C2光滑

的,g:U→R,U⊂Rd是零点O的一个邻域.令g(x)=f(m),因m′→x是光滑的,g是C2光滑的,则f的Hessian变换为 

tan
,( ( )) ( ) |f i j x

i j

H m g x
x x o=
∂ ∂

=
∂ ∂

. 

二次型 定义了 f:M→R在M上的平均弯曲率,其中, ||tan 2( ) || ( ) ||f F
M

H f H m d= ∫ m  ||2F 是 Frobenius范数.可以证明, 

若参数空间Θ是开的连通子集,则 H(f)有一个(d+1)维的零空间(null space),参数空间能够通过计算此零空间的

一个合适的基坐标来发现,这就是 HLLE 的核心.由此可以发现:① 框架上 HLLE 与 LLE 一致;② HLLE 需要对

每个数据点计算 n×n 次偏导数,当观察数据的维非常高时,计算量不小;③ 每个点的邻域要求是线性的,当邻域

高度弯曲时,极易面临短路威胁,这是本文要解决的问题. 

3   邻域参数的动态确定 

现有局部线性嵌入算法采用全局统一的邻域参数,无法处理现实中大量存在的非均匀流形.根据局部线性

嵌入的核心思想,只要邻域内的点都在一个线性空间内,则邻域点越多越好,即要取大的邻域参数,如图 1(a)中的

y 点;相反,当流形的不同折叠面靠得很近时,需要采用较小的邻域参数,如图 1(b)中的点 x,否则将产生短路问题,
如图 1(a)中的点 x,因为 u 并不是 x 在流形上的最近邻,v 比 u 更近.显然,当数据流形是非均匀分布时,以上两种情

况是矛盾的,唯一的解决方法是根据流形的结构动态确定.如图 1(b)所示,对位于极度弯曲流形上的数据点如点

x,取较小的邻域参数,否则取较大的邻域参数,如点 y.因此,关键是如何判断数据流形的弯曲性及其与邻域参数

的计算关系. 
 
 
 
 
 

(a)                                    (b) 

Fig.1  Relationship between neighborhood size and manifold structure 
图 1  邻域大小与流形结构的关系 

我们的方法是采用测地距离与欧氏距离之间的关系来动态确定每个点的邻域大小,其几何意义如图 2 所

示,图中A和B之间的测地距离是AEB曲线长度lAB,A和B之间的欧氏距离是AB直线长度dAB.不难看出,dAB/lAB< 
dCD/lCD,且曲线AEB所在流形的弯曲度比曲线CFD所在流形的弯曲度要大,因此,两点之间的欧氏距离与它们之

间的测地距离的比例越小,则位于这两点之间的局部流形越弯曲,应取的邻域参数就越小;反之亦然.这种确定

邻域参数的方法需要计算测地距离.直接计算所有输入数据之间测地距离的时间复杂度太高,接近O(|X|3),为此,
这里改变策略,只计算任意点与其附近点之间的近似测地距离,并用它来确定邻域的大小参数,进而提出邻域参

数动态改变的Hessian局部线性嵌入算法VK-HLLE,不仅性能显著提高,而且也未增加时间复杂度. 
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Fig.2  Relationship between the curvature of the manifold and 
the ration of Euclidean distance and geodesic distance 
图 2  欧氏距离与测地距离比例同流形弯曲的关系 

算法 1. 确定每个点的邻域参数 ComputeNbrSizes(X,k). 
/*输入中,X是高维观察数据,k为初始邻域大小;输出:每个点xi∈X的邻域参数ki*/ 
1) 用欧氏距离计算X中任意点xi的k-邻域,并由此k-邻域构成局部数据集Xi. 
2) 采用ISOMAP的方法计算局部数据集Xi中任意两点之间的局部测地距离,主要包括两步: 

• 根据Xi和k确定每个点的k-邻域,然后构造权重图G=(V,E).V对应于Xi中的数据,E为连接V中两点的

边集合,(xi,xj)∈E,若xi是xj的k-最近邻,xi与xj之间的距离为欧氏距离de(xi,xj). 
• 通过求G上任意两点之间的最短距离来估计Xi所形成的局部流形上的所有点对之间的测地距离

dg(xi,xj).首先对所有(xi,xj)∈E,令dg(xi,xj)=de(xi,xj);否则,令dg(xi,xj)=∞.然后利用所有t,迭代计算所有

的dg(xi,xj)=min{dg(xi,xj),dg(xi,xt)+dg(xt,xj)}. 
3) 计算Xi内所有点之间的欧氏距离之和与局部测地距离之和的比例,以其作为xi∈Xi所在的局部数据流 

形弯曲的测量:
, ,

( , ) ( , )
t j i t j i

i e t j g t
x x X x x X

d x x d x xλ
∈ ∈

= j∑ ∑ . 

4) 计算xi的邻域参数,基本思想是具有所有λi平均值的数据点应取k为邻域参数,其他数据点应以k为中 

心进行调节:
1

N

i i t
t

k k Nλ λ
=

⎛ ⎞⎛ ⎞
= × ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ . 

算法的第 1 步采用欧氏距离de确定初始邻域,与所有局部线性嵌入算法相同.第 2 步只计算k邻域内点之间

的测地距离,而k为常数,时间复杂度为O(N).第 3 步和第 4 步的时间复杂度都是O(N).因此,算法增加的时间复杂

度是O(N).而且邻域参数的动态改变优化了数据的邻域结构,从而加快了后继的嵌入过程.因此,整体上并未增

加时间复杂度,这可以从后面的实验结果得到证明.另外,算法中的初始邻域大小k的取值会影响局部测地距离

的估计,若取得太小,容易产生不连通的邻域图,导致局部测地距离的估计偏差,进而使得局部邻域参数的计算

不准确.但我们可以采用文献[12]的方法来构造连通的邻域图,从而保证算法在任意情况下都可成功运行. 
根据 ComputeNbrSizes(X,k)算法,我们可以得出 HLLE 的改进算法 VK-HLLE.为保持算法的清晰性,我们给

出完整的 VK-HLLE 算法如下: 
算法 2. VK-HLEE(X,k,d). 
/*输入中,X 是高维观察数据,k 为初始邻域大小,d 是低维参数空间的维数;输出是低维参数空间 W*/ 
1) 采用ComputeNbrSizes(X,k)计算每个点xi的邻域参数ki,并根据ki和欧氏距离修正xi的k-邻域为ki-邻域,

然后将ki-邻域表达为中心化的行向量ki×n矩阵Mi. 
2) 采用奇异值分解每个邻域矩阵Mi,将其正交向量V的前d个分量作为其切空间. 
3) 求切空间的Hessian矩阵 .当d=2 时 ,根据切空间中的点形成如下矩阵 :Xi=[1 V.,1 V.,2 (V.,1)2 (V.,2)2 

(V.,1×V.,2)],其中,V.,1表示切空间中所有点的第 1 个维的值.对d>2 采用相同的方法创建 1+d+d(d+1)/2
列的矩阵,然后用Gram-Schmidt正交化Xi产生新的正交矩阵,并将其转置后取最后的d(d+1)/2 列构成

Hessian矩阵Hi. 

4) 构造二次型 , ,(( ) ( ) )l l
ij r i r j

l r
H H H= ∑∑ ,对H=(H ij )进行特征分析,获取其(d+1)个最小特征值对应的 

(d+1)维子空间,第 1 个特征值 0 对应于常函数,接下来的 d 个特征向量就构成 d 维空间,对其选择一 
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个正交基,变换就可获得要恢复的参数空间 W. 
算法VK-HLLE中的第 1 步调用ComputeNbrSizes(X,k)计算任意点xi的新邻域参数ki和新邻域,余下的步骤与

HLLE相同 ,因此 ,复杂的数学推导和更详细的算法描述见HLLE原文 [5].VK-HLLE与HLLE一样都只需要N个

ki×ki稀疏的特征问题计算,而ISOMAP需要一个N×N密集的特征问题求解.如果N很大,则VK-HLLE比ISOMAP
在时间上有更显著的优越性.而从后面的实验结果来看,VK-HLLE的降维性能比HLLE,ISOMAP和LLE都要好. 

4   实验分析 

实验比较 VK-HLLE 与 HLLE,LLE 和 ISOMAP 方法的嵌入性能和时间复杂度.4 种方法均采用 matlab 实现,
其中,HLLE,LLE 和 ISOMAP 采用原作者提供的 matlab 代码,VK-HLLE 由作者实现.HLLE,LLE 和 ISOMAP 的

实验参数选择各自提供的原始参数,它们应该是原作者经过实验选择的较好参数,即 LLE 和 HLLE 设置邻域

k=12, ISOMAP 设置 k=7.VK-HLLE 中的邻域参数 k 与 LLE 和 HLLE 相同,以保持严格的可比性.实验数据是

Swiss Roll Surface,它是 HLLE,LLE,ISOMAP 等都采用的标准测试数据.下面的若干实验全部采用 HLLE 的方法

和代码从 Swiss Roll Surface 上采样数据规模为若干个点的长方形但从其中心移去一个小长方形的非凸数据. 

4.1   性能分析 

实验 1. 比较 4 种方法在数据的参数空间非凸且密集无噪音情况下的性能.我们从 Swiss Roll Surface 采样

数据规模为 800 个点的多个数据集,然后运行 4 种方法.分析发现,HLLE 在部分情况下能够较完美地将数据嵌

入在二维空间,但不够稳定.ISOMAP 是稳定的,但总是将去除的区域强烈膨胀,并扭曲其余的数据点.LLE 在性

能上是最差的,绝大多数情况下都得不到正确结果.而 VK-HLLE 是稳定的,在绝大多数情况下能够较完美地将

数据嵌入在二维空间,其中心移去的一个小长方形也能在嵌入的二维空间中正确体现.图 3 是其中的一个结果,
不难看出,VK-HLLE 表现最好. 

 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Embedding results on non-convex well sampled data sets 
图 3  非凸密集数据集上的嵌入结果 

实验 2. 比较 4 种方法在数据稀疏情况下的性能.现实中的很多数据都难以获得足够多的采样,因而是稀疏

的,现有的很多算法都难以处理.我们从 Swiss Roll Surface 上随机采样数据规模为 400 点的稀疏数据集,结果如

图 4 所示.很明显,HLLE 和 LLE 是混乱的,ISOMAP 将去除的区域强烈膨胀,并扭曲其余的数据点,而 VK-HLLE
则能够较完美地将数据嵌入在二维空间. 

实验 3. 比较 4 种方法在数据密集但有噪音情况下的性能.我们从 Swiss Roll Surface 上随机采样 800 个点,
然后叠加均值为 0 和方差为 0.4 的高斯噪音,4 种方法的结果如图 5 所示.很明显,HLLE 和 LLE 的效果不理

想,ISOMAP 将去除的区域膨胀,并扭曲其余的数据点,而 VK-HLLE 则能够较好地将数据嵌入在二维空间.经过

多次实验还发现,VK-HLLE 和其他方法一样都受噪音的影响,不够稳定,在部分情况下也不能正确嵌入,原因是

噪声影响了局部测地距离的估计,导致最终的嵌入偏差. 
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Fig.4  Embedding results on sparse data sets 
图 4  在稀疏数据上的嵌入结果 

 Regular LLE

 
 
 
 
 
 

Fig.5  Embedding results on well sampled noisy data sets 
图 5  在密集但含噪音数据集上的嵌入结果 

实验 4. 分析 HLLE 和 VK-HLLE 对邻域大小的敏感性.我们从 Swiss Roll Surface 上随机采样 800 个点的

数据,并叠加均值为 0 和方差为 0.3 的高斯噪音.多次运行发现,VK-HLLE 对邻域大小有更强的鲁棒性,受影响的

程度明显比 HLLE 要小,图 6 是其中的一个样例. 
 
 
 
 
 
 

(a) HLLE 
 
 
 
 
 
 

(b) VK-HL 

Fig.6  Embedding results of HLLE and VK-HLLE against neighborhood sizes 
图 6  HLLE 和 VK-HLLE 随邻域大小变化的嵌入效果 

4 类实验一致证实了 VK-HLLE 的有效性,无论在参数空间非凸、数据带噪声还是稀疏的情况下,VK-HLLE
都一致地比 HLLE,LLE 和 ISOMAP 优越,而且 VK-HLLE 比 HLLE 对邻域大小有更强的鲁棒性. 

4.2   时间分析 

我们从Swiss Roll Surface上依次采样 500,1 000,1 500,2 000,2 500 个点的 5 类规模的数据样本,每类规模的

样本随机采样 5 次,记录LLE,HLLE,ISOMAP和VK-HLLE等 4 种方法分别运行这 5 个样本的平均时间作为该规

模的时间,则 4 种方法在 5 类规模数据上的平均时间见表 1.不难发现,VK-HLLE与HLLE很接近,并有减少趋势,
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规模越大越明显.主要原因是,计算邻域参数增加的时间很少,而优化后的邻域却加速了后继的嵌入过程[17].虽
然LLE性能是相对较差的算法,但运算速度最快.而ISOMAP对数据规模十分敏感,时间增长幅度最大,对大规模

数据可能不太适用. 

Table 1  Average running time of the four approaches on the five data sets with the different size (s) 
表 1  4 种方法在 5 种样本规模上的平均运行时间比较(秒) 

Data set size 500 1 000 1 500 2 000 2 500 
LLE 0.587 6 1.653 0 3.540 8 6.312 6 10.250 0 

HLLE 2.540 6 18.237 6 59.681 0 139.674 6 279.850 0 
VK-HLLE 2.522 0 18.250 0 59.565 8 139.065 6 274.200 0 
ISOMAP 7.174 8 55.537 2 182.172 0 442.328 0 862.050 0 

5   结  论 

提出一种邻域参数动态确定的新局部线性嵌入方法 VK-HLLE.它采用 Hessian 局部线性嵌入的概念框架,
但用每个点的局部邻域估计此邻域内任意点之间的近似测地距离,然后根据近似测地距离与欧氏距离之间的

关系动态确定该点的邻域大小,并以此邻域大小构造新的局部邻域.算法几何意义清晰,能够处理现实中大量存

在的非均匀分布流形,特别是在观察数据稀疏和观察数据带噪音等情况下都比现有算法有更强的鲁棒性.而且

与 HLLE 相比,未增加算法的时间复杂度,对大规模数据还有减少趋势;与 ISOMAP 相比,时间上的优势更加明

显.VK-HLLE 的缺陷是,与 HLLE 一样,对观察数据的维数敏感,对文本之类高达上万维的观察数据不合适,需要

采取进一步的措施.另外,其抗噪音能力仍有待进一步提高. 
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