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Abstract: The main focus in Monad-oriented programming is on a set of Monad definitions and a Monad can be 
defined in an MAP style or a BIND style. Given a Monad library, it can be used directly if it meets the style of the 
users’ need, otherwise, a new style of Monad should be reconstructed, which is a fussy job and even more the new 
one may not always satisfy the axioms of a Monad definition. However if an automatic Monad generator is added to 
the library, users can use a Monad freely without asking whether a new style of Monad is needed or how to 
construct a Monad in order to satisfy the several axioms of the Monad definition, which not only benefits users but 
also extends the original Monad library. In this paper an automatic Monad generator from other style of Monad is 
designed and implemented in Haskell. The generating arithmetic is based on the identity relationship between two 
Monad definitions. 
Key words: Monad; BIND Monad; MAP Monad; category; high-order function 

摘  要: Monad 程序的核心是一组 Monad 定义.Monad 定义分为 MAP 型和 BIND 型.如果在 Monad 库中已有

所需要的 Monad 定义型,则可以直接使用,而不需要重新构造;否则,需要重新构造.但如果在 Monad 程序设计环

境中增加从一类 Monad 构造另一类 Monad 的自动生成器,那么既方便了用户也扩充了 1 倍原有的 Monad 库.
鉴于这种思想,用支持 Monad 程序设计的高阶函数语言 Haskell 实现了一个 Monad 的自动生成系统.另外,用户

构造 Monad 不仅要花费较多的时间,而且写出的 Monad 多态函数往往不满足 Monad 所需满足的几条公理,因此,
从这方面也可以看出,从一种类型的 Monad 自动产生另一种类型的 Monad 的重要意义. 
关键词: Monad;BIND 型 Monad;MAP 型 Monad;范畴;高阶函数 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

Monad 思想在 20 世纪 60 年代起源于范畴论,自 Monad 思想诞生时起,近 30 年主要在范畴论理论自身中发
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展,未能真正地将它与计算机程序联系起来.1989 年,Moggi 发表了一篇题目为“Computational lambda calculus 
and monad”的论文[1],其中论述了基于范畴理论中 Monad 概念的计算的范畴语义.此后,很多人加入了 Monad 的

研究行列,并取得了大量实质性的研究成果[2~6]. 
Monad 技术是近年来才兴起 ,并且具有重要理论价值和广泛引用前景的、孕育着新思想和新方法的

崭新技术 .Monad 技术已发展成大家所能接受的通用程序设计技术 [7],并且已经证实 Monad 具有很强的

描述能力 .Wadler 等人研制的支持 Monad 式程序设计的高阶函数式语言 Haskell 及其解释器和编译器的

问世 ,实际上已经把我们推向了 Monad 式程序设计的时代 . 
Monad 具有高度的抽象性、反射性 [8]、重用性和模块性 ,又具有易于自动实现扩充和修改的特点 [9],

这些特点可望对软件体系结构和软件构件技术带来积极的影响 .Monad 表示法具有简练性和易读性 ,这
主要归功于它把表结构的 Comprehension 技术推广到了任意 Monad 上 ,这也是 Monad 技术的一大贡献 . 

1   Monad 基本概念 

范畴 C 是这样一个集合,对于任何 A,B∈C,都有 f:A→B,称为 A 到 B 的射,并且定义了射的复合操作,它满足

结合律;同时,对于任何对象 A∈C 都有单位射 idA:A→A,使得对任意给出的射 f:B→D 都有 f(idB(b))=idD(f (b)).函子

是范畴到范畴的一个映射:F:C1→C2,如果 C1=C2,则称 F 为内函子.通常范畴表示类型的集合,即范畴的元素是

一个类型.假设给定一个范畴 C 和其上的内函子 T,则可定义 T 上的 Monad,它分为 MAP 型和 BIND 型两大类. 
MAP 型 Monad 是一个四元组 M=(T,unit,map,join),其中 T 是某范畴上的函子 ,即一个类型转换器

T:C1→C2,unitM 和 mapM 以及 joinM 是如下基调的多态函数: 
unitM:α→T(α) 
mapM:(α→β)→(T(α)→T(β )) 
joinM:T(T(α))→T(α) 

只要给出 T 的具体定义以及 unitM,mapM 和 joinM 的多态函数定义(称为 Monad 基本函数),就定义了一个

Monad.这些函数必须满足下面的条件(为了简单起见,有时省略上标 M): 
map idα=idTα (MR1) 
map ( f ◦ g)=(map f ) ◦ (map g) (MR2)  
joinα ◦ unitTα=idTα (MR3) 
joinα ◦ (map unitα)=idTα (MR4) 
joinα ◦ joinTα=joinα ◦ (map joinα) (MR5) 
下面是 MAP 型 Monad 的一个实例: 
M =(ST,unitM,mapM,joinM) 
 datatype ST(α)=S→(α,s) 
 unitM: α→ST(α) 
 mapM: (α→β )→(ST(α)→ST(β )) 
 joinM: ST(ST(α))→ST(α) 
 unitMa=λs. (a,s) 
 mapM fm′=λs. let (x,s0)=m′s in ( fx,s0) 
 joinM m″=λs. let (m′,s1)=m″s in let (x,s0)=m′s in (x,s0) 
另一个 Monad 型,即 BIND 型 Monad 是一个三元组 N=(T,unit,bind),其中 T 和 unit 的含义与 MAP 型 Monad

情形基本相同;bind 是具有如下基调的多态函数: 
_bindN_:T(α)→(α→T(β ))→T(β ). 

这里主要是把函数 map 和 join 合并为一个函数 bind.为了醒目起见,通常用☆符号代替 bindN.对于 BIND
型 Monad 来说,要求满足下面 3 条公理: 

• LeftUnit: unit a☆λx.(kx)=ka (BR1) 
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• RightUnit: m☆λx.(unit x)=m (BR2) 
• Associative: (m☆λx.(kx))☆(λy.hy)=m☆(λx.(kx☆(λy.hy))) (BR3) 

下面是 BIND 型 Monad 的一个例子: 
N =(ST,unitN,bindN) 
 datatype ST(α)=S→(α,s) 
 unitN:α→ST(α) 
 unitN:a=λs.(a,s) 
 bindN:ST(α)×(α→ST(β ))→ST(β ) 
 m bindN k=λs. let (a,s0)=ms in ka s0 

Monad 的这两种定义形式的描述能力是等价的.bind 型中的 bind 函数的计算过程在 Map 型 Monad 中被拆

成两个函数 map 和 join 分别表示,在不同的应用程序中,因为使用和理解方便而采用的方式也可能不同.例如,
在类型构造等应用中使用 Map 型 Monad 描述比较方便、直接,而 bind 型 Monad 主要用于解释器的构造、语

言的语义描述等应用中. 

2   面向 MONAD 语言——MOL 

顾名思义,面向 Monad 语言是基于 Monad 机制的一种语言.目前 Monad 机制仅限于函数式语言,而且还没

有纯粹意义上的使用型 Monad 语言,但有支持 Monad 程序设计的语言,这就是由 Wadler 等人研制的 Haskell 语
言.目前已有在网上提供的 Haskell 解释器和编译器,因此,实际上我们已经进入了面向 Monad 的程序设计时代. 

下面是一个 MOL 语言程序的小实例: 
monad M 
 dataType ST x=S→(x,S) 
 unit a=λs.(a,s) 
 map fm=λs.[(fa,s1)|(a,s1)←ms]Id 
 join m=λs.[(a,s2)|(m1,s1)←ms,(a,s2)←m1 s1]Id 
end 
data Exp=Var Ix|Const Val|Plus Exp Exp 
data Com=Asgn Ix Exp|Seq Com Com| If Exp Com Com 
data Prog=Program Com Exp 
func fetch::ST S  (定义部分省略) 
func exp::Exp→ST(Val) 
 exp(Var i)=[v|v←fetch i]ST 

 exp(Const v)=[v]ST 

 exp(Plus e1 e2)=[v1+v2|v1←exp e1,v2←exp e2]ST 

func com::Com→ST()  (定义部分省略) 
func prog::Prog→Val 
 prog(Prog c e)=init() [v|()←com c, v←exp e]ST 

objexp  (省略) 

3   MAP 型到 BIND 型 Monad 的自动生成技术 

MAP 型 Monad 包含 4 个部分:类型构造子(函子)部分、UNIT 多态函数部分、MAP 多态函数部分和 JOIN
多态函数部分.BIND 型 Monad 则包含 3 个部分:类型构造子(函子)部分、UNIT 多态函数部分和 BIND 多态函

数部分.其中很重要的一点是,多态函数必须满足一些公理:MAP 型 Monad 要满足公理(MR1)~(MR5),而 BIND
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型 Monad 则要满足公理(BR1)~(BR3). 
我们用 MAP-Monad 表示一个 MAP 型 Monad,用 BIND-Monad 表示一个 BIND 型 Monad.因为一个 Monad

既不是表达式,也不是一个函数,因此,不可能设想被产生的 Monad 与原 Monad 如何等价,但也不能不加任何条

件.这种条件首先是针对某个相同函子 T 而言的,其次 unit 多态函数应是等价的,另外,MAP-Monad 中的 map 以

及 join 函数和 BIND-Monad 中的 bind 函数,对任意给出的 m∈T(α),k∈α→T(β ),都应满足下面关系式(α和β是任

意类型): 
 m bind k=join(map km). (1) 

注意,bind 函数的基调与 map 基调、join 基调彼此不相同,因此,单个函数没有可比性.而等式(1)的左右表达

式的值都属于 T(β )域,因此是可比的.其中(m bind k)的计算过程是:首先从 m∈T(α)取出α型部分的值(设其为 a),
然后再把它传给函数 k,即计算 k(a),其结果是某个值 m1∈T(β ).而对于等式(1)右部(join(map km))来说,首先要计

算(map km),因为 m∈T(α),k∈(α→T(β )),故有(map km)∈T(T(β )),进而有 join(map km)∈T(β ). 
假设有下面的 MAP-Monad: 
M =(T,unit,map,Join) 
• Tα=τ[α] 
• unitM::α→T(α)  unitM a=UnitBodyM[a] 
• mapM::(α→β)→(T(α)→T(β))  mapM fm=MapBodyM[f,m] 
• joinM::T((T(α))→T(α)  joinM m=JoinBodyM[m] 

并考虑从 MAP 型 Monad 自动生成 BIND 型 Monad 的问题.具体来说,要从给定 MAP-Monad 自动构造出下面

的形式的 BIND-Monad,其条件是类型构造器 T 相同,并且自动构造出的基本函数 unitN 和 bindN 要满足等式(1),
同时还要满足公理(BR1)~(BR3). 

• N=(T,unit,bind) 
• Tα=τ[α] 
• unitN::α→T(α)  unitN a=UnitBodyN[a] 
• bindN::T(α)→(α→T(β))→T(β)  m bindN k=bindBodyN[k,m] 
基本函数定义包括两部分:一部分是函数的基调定义,另一部分是函数方程的定义.unitN 定义式的构造是比

较简单的事情,即只要定义 
unitN b=UnitBodyM[b/a] 

即可,其中 a 是 unitM 的参数.当然,最节省的办法是如下定义: 
unitN a=UnitBodyM[a]. 

这样 ,主要问题是 bindN 定义式的构造问题 .这里需要 MapBodyM[f,m]和 JoinBodyM[m]相互合作定义一个

bindBodyN[k,m]. 
因为被构造的 BIND-Monad 必须满足等式(1),因此,我们将从等式(1)出发考虑我们的问题.关键是等式(1)

的右部表达式不能作为 bind 函数定义式中的右部表达式,因为其中没有 join 和 map 的函数定义.因此,必须独立

地给出构造 BindBodyN[k,m]的方法.这里值得注意的是,两类 Monad 的基本函数具有不相同的基调,这是自动生

成过程中的最大障碍之一.事实上,从式(1)可以导出函数体之间的如下等式关系: 
 BindBodyN[m′,k′]=JoinBodyM[(MapBody M[k ‘/f,m’/m])/m] (2-1) 
 BindBodyN[m′,k′]=(λm.JoinBodyM[m])(MapBody M[k ‘/f,m’/m]) (2-2) 

上面几个等式都是等价的,只是表示方法不同而已,它们表示 BindBodyN 可以用 JoinBodyM 和 MapBodyM 来

定义.我们可以根据需要选择其中某一等式. 
下面是从 MAP-Monad 的基本函数定义到 BIND-Monad 基本函数定义的生成规则,其中 ToBind【E】表示

从 E 自动生成的 BIND 型表达式,而 E 则表示 MAP 型表达式;E[a]表示 E 中含 a,E[E′/a]表示将 E 中 a 替换为

E′.下面首先是函数定义式的构造规则: 
• unitN::α→Tα 
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 unitN a=ToBind【UnitBodyM[a]】  
• bindN::Tα→(α→Tβ )→Tβ 
 m bindN k=(λm.ToBind【JoinBodyM[m]】)(ToBind【MapBodyM[k/f,m/m]】) 

其次是表达式的转换规则: 
ToBind【v】=v 
ToBind【E1+E2】=ToBind【E1】+ ToBind【E2】 
ToBind【E1 E2】=ToBind【E1】ToBind【E2】 
ToBind【let p=E1 in E2】=let p=ToBind【E1】 in ToBind【E2】 
ToBind【(E0→E1,E2)】=(ToBind【E0]→ToBind【E1】,ToBind【E2】) 
ToBind【unit E】=unit ToBind【E】 
ToBind【map E1 E2】=ToBind【E2】bind(λa. unit(ToBind【E1】a)) 
ToBind【join E】=ToBind【E】bind(λm. m) 
ToBind【[E|Quali]M】=[ToBind【E】|ToBindQ【Quali】]M 
ToBindQ【Λ】=Λ 
ToBindQ【x←E】x←ToBind【E】 
ToBindQ【Quali,Quali】=ToBindQ【Quali】,ToBindQ【Quali】 

考虑在前面曾经定义过的 Monad 例子 M=(ST,unitM,mapM,joinM),主要看从 Map 函数体和 Join 函数体出发

构造 bind 函数体的过程.对于 M,有 
UnitBodyM[a]=λs. (a,s), 

MapBodyM[f,m]=λs. let (x,s0)=ms in (fx,s0), 
JoinBodyM[m]=λs. let (m′,s′)=ms in let (x″,s″)=m′s′ in (x″,s″). 

我们应该得到的是如下的两个函数体: 
UnitBodyN[a]=λs.(a,s), 

BindBodyN[k,m]=λs. let (x,s0)=ms in kx s0. 
其中,UnitBodyN[a]部分是显而易见的,而 BindBodyN[k,m]部分,则可使用(2)和 ToBind【E】构造规则导出来,其具

体推导过程如下所述: 
 BindBodyN[k,m]⇒(λm. ToBind【JoinBodyM[m]】) (ToBind【MapBody M[k/f, m/m]】) 
  ⇒λs. let (m′,s′)=(let (x,s0)=ms in ( kx,s0)) in let (x″,s″)=m′s′ in (x″,s″) 
  ⇒λs. let (x,s0)=ms in let (m′,s′)=( kx,s0) in let (x″,s″)=m′s′ in (x″,s″) 
  ⇒λs. let (x,s0)=ms in kx s0. 
显然,得到了所要得到的结果.注意,其中经过了优化. 

4   BIND 型到 MAP 型 Monad 的自动生成技术 

考虑从 BIND-Monad 出发构造相应 MAP-Monad 的问题.这里的实质性问题是,如何从给定 BindBody[m,k]
出发构造出 MapBody[f,m]和 JoinBody[m]的问题.首先利用关系式(1)可以导出下面关系式: 
 mapM fm=m bindN λa. unit(fa), (3) 
 joinM m=m bindN (λm′. m′). (4) 
但是,式(3)和式(4)的右部并不能直接作为 MapBody[f,m]和 JoinBody[m],因为在这两个函数体中都不能出现

bindN 函数名.关系式(3)和式(4)为我们提供了导出 MapBody[f,m]和 JoinBody[m]的理论依据,不难看出,我们要从

一个 BindBody[m,k]函数体出发导出两个函数体.具体可以导出下面的关系: 
 MapBody[f,m′]=ToMap〖BindBody[m′/m, λa. unit(fa)/k]〗 , (5) 
 JoinBody[m′]=ToMap〖BindBody[m′/m, (λm′. m′)/k]〗 . (6) 
其中,ToMap〖E〗表示构造出的 MAP 型表达式,E 则表示 BIND 型表达式.在转换时主要用到了以下规则: 
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ToMap〖E1 bind E2〗=join(map(ToMap〖E2〗)(ToMap〖E1〗)). 
其他部分和 ToBind【E】情形基本类同,在此不再赘述.综上所述,从给定 BIND-Monad 出发构造 MAP-Monad
的方法如下(其中函子即类型构造子 T 取相同的定义): 

• unitM::α→T(α) 
 unitM a=ToMap〖UnitBodyN[a]〗 
• mapM::(α→β)→T(α)→T(β) 
 mapM fm=ToMap〖BindBody[m/m,λa.unit(fa)/k]〗 
• joinM::T(T(α))→T(α) 
 joinM m=ToMap〖BindBody[m/m,(λm′.m′)/k]〗 

作为例子,还是要考虑前面曾经讨论过的 Monad,其中 bind 函数的定义如下: 
m bind k=λs. let (x,s0)=ms  in kx s0. 

据此和函数的构造规则,可以求出 Map 和 Join 函数的体部分: 
MapBody[f,m]=λs. let (x,s0)=ms in unit(fx) s0, 

JoinBody[m]=λs. let (x,s0)=ms in x s0. 
于是,最后可以得到如下函数定义式: 

map fm=λs. let (x,s0)=ms in unit ( fx) s0, 
join m=λs. let (x,s0)=ms in x s0. 

5   验证 Monad 条件 

每个 Monad 必须满足相应的条件,MAP-Monad 要满足条件(MR1)~(MR5),BIND-Monad 则要满足条件

(BR1)~(BR3).由于篇幅所限,我们将只证明,从MA-Monad出发构造出来的BIND-Monad满足条件(BR1)~(BR3).
也就是说,假定 MAP-Monad 满足条件(MR1)~(MR5),并证明构造出来的 BIND-Monad 满足条件(BR1)~(BR3).
我们容易导出下面一个辅助等式: 
 (mapM f ) ◦ unitM=unitM ◦ f . (MR6) 

首先,考察条件(BR1),其具体推导过程如下: 
 unit a ☆ λx.(kx)=BindBody[unit a,k] 根据☆的定义式 
  =join(map λx. (kx)(unit a)) 根据 BindBody 的定义 
  =join(unit(ka)) 根据(MR6) 
  =ka 根据(MR3) 
因此,根据(BR1)的定义,BIND-Monad 满足(BR1). 

其次,证实 BIND-Monad 满足(BR2)条件,推导过程如下: 
 m ☆ λx.(unit x)=BindBody[m, λx.(unit x)] 根据☆的定义式 
  = join(map λx.(unit x)m) 根据 BindBody 的定义 
  = join(map unit m) 根据η变换 
  =m 根据(MR4) 

最后,要证实满足(BR3)条件.以下 k 和 h 均属于空间(α→Tβ),因此可以假设 k=λa. unit (fa),h=λb. unit(gb).
下面分别是(BR3)的左部和右部的推导过程: 
 (m☆k)☆h=BindBody[BindBody[m,k],h] 
  = join(map h join(map km)) 
  = join(map(λb. unit(gb))join(map(λa. unit(fa))m)) 
  =map g(map fm) 
  =map(g ◦ f )m 
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 m☆λa.(ka☆h)=BindBody[λa.BindBody[ka,h],m] 
  = join(map(λa. join(map h(ka)))m) 

  = join(map(λa. join(map (λb. unit(gb))(unit(fa)))m) 
  = join(map(λa. (map g(unit(fa)))m) 
  = join(map(λa. unit(g(fa)))m) 
  =map(g ◦ f )m 

显然,(BR3)的左部和右部相等,因此,被构造的 BIND-Monad 满足(BR3)条件. 

6   结束语 

Monad 程序设计环境最核心的部分是 Monad 库和函数库,而 Monad 有 MAP 型和 BIND 型两大类,而且每

种 Monad 都需要满足几条公理,在人工书写 Monad 时,有时往往不满足所规定的公理,因此这里所提供的异类

Monad 之间的转换技术是非常实际而有用的技术.在转换技术中最重要的原则是使被产生的 Monad 满足相应

的公理. 
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