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Abstract:  Strictly synchronized SPNs (stochastic Petri nets) are very popular in stochastic Petri nets made up of 
sub-models. Because of the problem of state space’s explosion, performance analysis of strictly synchronized SPNs 
has not been solved completely. Formulas that show performance equivalence of four elementary subnets, which are 
sequence subnet, parallel subnet, choice subnet and iteration subnet, are presented. A decomposition approach called 
STED (synchronous transition equivalent decomposition) is proposed in this paper and can be applied to SPNs with 
one or more synchronous transitions, especially such models with isomorphic sub-models. 
Key words:  SPN (stochastic Petri nets); performance equivalence; performance analysis; strictly synchronized 

model; STED (synchronous transition equivalent decomposition) 
 
摘  要:  紧同步随机 Petri 网模型常用于对多个子系统构成的实际系统进行建模.由于状态空间爆炸问题,这种

模型的性能分析目前还没有得到很好的解决.首先给出了随机 Petri 网中顺序、并行、循环、选择这 4 种基本结

构的性能近似等价公式,然后提出了一种同步变迁等价分解(synchronous transition equivalent decomposition,简
称 STED)法对紧同步随机 Petri 网进行分解求解,有效地缓解了具有一个或多个同步变迁情况下的空间爆炸问

题,该方法对于子模型同构的情况处理简便且十分有效. 
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随机 Petri 网自 1981 年提出以来,在各种离散事件动态系统的性能分析中已经得到广泛的应用,但是随机

Petri 网的状态空间爆炸问题大大限制了其在大型和复杂系统中的应用.在这样的系统中,大量现实问题用随机

Petri网建模得到了由多个子模型构成的紧同步模型[1~3],但是紧同步随机 Petri网模型的状态空间数随着子模型

数的增长呈指数增长趋势,其性能分析问题目前还没有得到很好的解决. 
解决状态空间爆炸问题的一种有效方法是对随机 Petri 网模型进行性能等价化简和分解,这始终是随机

Petri 网研究的主要问题之一 [4~6].本文提出了一种同步变迁等价分解 (synchronous transition equivalent 
decomposition,简称 STED)法,用来对紧同步随机 Petri 网模型进行分解求解,这种方法特别适用于子模型同构的

情况.本文第 1 节介绍了紧同步随机 Petri 网模型及其现有的解决方法.第 2 节提出了组成 STED 方法的几种紧

同步随机 Petri 网等价分析方法.第 3 节详细描述了 STED 方法的关键思想和具体步骤,并通过一个实例分析了

用 STED 方法对紧同步随机 Petri 网模型进行分解求解的精度.最后是总结. 

1   紧同步随机 Petri 网模型 

关于随机 Petri 网的一般知识请参见文献[7].紧同步随机 Petri 网模型是指多个子模型通过一个或者多个公

用同步变迁紧密结合在一起,某个子模型运行到一定阶段以后,遇到某个同步变迁,此时它必须等待其他所有子

模型都运行到此阶段,然后该同步变迁得以实施,使得所有子模型都能够继续各自的运行.在大量的现实系统中

都存在并行和同步行为,所以对它们进行建模将得到紧同步随机 Petri 网模型[1~3].由于公用的同步变迁使各子

模型紧密结合在一起,所以如果对整个模型进行精确求解将遇到状态空间爆炸问题.状态空间爆炸问题也是大

多数分布式系统性能模型实际求解时遇到的共同问题.目前解决状态空间爆炸问题最有效的一种方法是对模

型进行性能等价的化简和分解[4~6],但是如何保证近似求解的精度是一个难题. 
文献[8]中提出了一种接近无关分解的方法,可以求解只具有一个同步瞬时变迁的紧同步随机 Petri 网模型.

这种方法首先将整个模型化为如图 1(a)所示的压缩模型,在压缩模型中每个子模型 k 只保留和同步变迁 相关

联的位置 和 ,其他部分看做是一个子网,从而等效的压缩为变迁 T ,变迁 的实施速率

mt

kP0 kP1 k kT kλ 定义为子模型

k(不含同步变迁 时 )从 到mt 1)( 0 =kPMark 1)( 1 =kPMark 的平均延迟时间的倒数 .在子模型同构的情况下 ,有
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.文献[8]中方法的第 2步是对图 1(a)所示的压缩模型进行求解,得到标记的周期时

间 C,即同步变迁 t 的吞吐量 ,然后用一个时间变迁 T 来等价同步变迁对子模型 k 的影响 ,其速率为

,即子模型 k 等待同步的平均延迟时间的倒数,如图 1(b)所示.最后对图 1(b)的各个子模型孤立

求解,从而得到各种性能指标. 
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(a) The model before decomposition         (b) Sub-Model k after decomposition 

(a) 分解前的模型                     (b) 分解后的干扰模型 k 

Fig.1  Before or after decomposition of strictly synchronized models with single synchronous transition 
图1  单个同步变迁的紧同步模型分解前后的模型 
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子模型 中( )Mkk ,...,2,1= kk aPM =)( 1 ,由于 1)(...)()( 11211 ==== MPMPMPM 是消失标识 ,所以 .显

然,
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即压缩模型的状态空间数为 .因此,使用文献[8]的方法能够把状态空间数从 O 减少到

,其中 为子模型状态空间数的最大值,M 为子模型数.在子模型较多的时候仍然会遇到状态空间爆炸的

问题.另外,文献[8]中没有对同步变迁为时间变迁的情况进行分析,也没有对多个同步变迁的情况进行分析.我
们在文献[8]的基础上提出了 STED 方法,用来对具有一个或多个同步变迁(可以是瞬时变迁,也可以是时间变

迁)的紧同步随机 Petri 网模型进行分解计算,这种方法对子模型同构的情况尤为简便和有效. 
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2   几种紧同步随机 Petri 网等价分析方法 

与文献[8]中的方法类似,STED 方法由近似等价压缩、同步变迁等价分解和子模型孤立求解 3 个步骤组成,
其基础是下面给出的 6 个定理和两个推论.在近似等价压缩阶段中,STED 方法利用定理 1~定理 4 对子模型中

的顺序、并发、选择和循环 4 种基本结构进行近似等价化简;在同步变迁等价分解阶段中,STED 方法利用定理

5 和定理 6 以及它们的推论对同步变迁进行等价分解. 
在紧同步随机 Petri 网模型中,子模型被同步变迁分割得到的部分一般由顺序、并发、选择和循环这 4 种

基本结构组成.近似等价压缩化简的基本思路是:把每一个基本结构看做是一个子网,可以用一个时间变迁来等

效表示该基本结构的时间特性.定理 1~定理 4 分别给出了顺序、并发、选择和循环这 4 种基本结构的时间性

能近似等价公式,它们的证明参见文献[9]. 
定理 1. 顺序结构到相应等效时间变迁的化简如图 2 所示,设 n 个时间变迁 T 的实施速率分别为

,等效时间变迁 T 的实施速率为λ,则有 
nTT ,...,, 21
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Fig.2  Sequence subnet and its simplification 
图2  顺序结构及其化简 

定理 2. 并发结构到相应等效时间变迁的化简如图 3 所示,设 n 个时间变迁 的实施速率分别为nTTT ,...,, 21

nλ ,等效时间变迁 T 的实施速率为λ,则有 
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Fig.3  Parallel subnet and its simplification 
图3  并发结构及其化简 

定理 3. 选择结构到相应等效时间变迁的化简如图 4 所示,设 n 个时间变迁 T 的实施速率分别为nTT ,...,, 21

nλ ,n 个瞬时变迁 的实施概率分别为nnn ttt 221 ,...,, ++ nααα ,...,, 21 ,且 ,等效时间变迁 T 的实施速

率为λ,则有 
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Fig.4  Choice subnet and its simplification 

图4  选择结构及其化简 
定理 4. 循环结构到相应等效时间变迁的化简如图 5 所示,设时间变迁 T 和 的实施速率分别为1 1Y 1λ 和 2λ ,

瞬时变迁 t 和 t 的实施概率分别为α和 1−α,等效时间变迁 T 的实施速率为λ,则有 3 4
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Fig.5  Iteration subnet and its simplification 

图5  循环结构及其化简 
利用定理 1~定理 4可以将紧同步随机 Petri网模型近似等价地化简为如图 1(a)或者图 6(a)所示的压缩模型,

其中图 1(a)对应于单个同步瞬时变迁的情况,图 6(a)对应于 K 个同步瞬时变迁的情况.STED 方法把紧同步随机

Petri 网模型分解为多个尽可能无关的子模型,在分解后的子模型中用时间变迁来等价表示该子模型在每个同

步变迁处等待同步的延迟,如图 1(b)或者图 6(b)所示,从而对分解后的子模型孤立求解.定理 5 和定理 6 分别针

对单个和 K 个同步瞬时变迁的情况给出了在分解后的子模型中等价时间变迁的实施速率公式,推论 1 和推论 2
则分别是这两个定理在子模型同构的特殊情形下的推论. 

定理 5. 单个同步瞬时变迁的紧同步随机 Petri 网的压缩模型如图 1(a)所示,可以近似等价地分解为 M 个无

关的子模型,如图 1(b)所示.设时间变迁 的实施速率分别为MTTT ,...,, 21 Mλλλ ,...,, 21 ,在分解后的子模型 k 中,等价

表示同步瞬时变迁 t 影响的时间变迁 实施速率为m wkT wkλ ,则有 
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(a) The model before decomposition 

(a) 分解前的模型 
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(b) Sub-Model k after decomposition 
(b) 分解后的干扰模型 k 

Fig.6  Decomposition of strictly synchronized models with K synchronous transitions 
图6  K 个同步变迁的紧同步模型分解前后的模型 

对于各子模型同构的情况,定理 5 有更简单的表示形式,即推论 1. 
推论 1. 在单个同步瞬时变迁的紧同步随机 Petri 网的压缩模型图 1(a)中 ,如果子模型同构 ,即
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对于有 K 个同步瞬时变迁的情况,与定理 5 和推论 1 类似,可证明定理 6 和推论 2,由于篇幅关系,这里不再

详述它们的证明过程. 
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定理 6.  K 个同步瞬时变迁的紧同步随机 Petri 网的压缩模型图 6(a),可以近似等价地分解为 M 个无关的子

模型,如图 6(b)所示.设时间变迁 的实施速率分别为 ,在分解后

的子模型 i 中,等价表示同步瞬时变迁 影响的时间变迁 T 实施速率为

( KjTTT jMjj ,...,2,1,...,, __2_1 =
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推论 2. 在 K 个同步瞬时变迁的紧同步随机 Petri 网的压缩模型图 6(a)中,如果子模型同构,即  =j_1λ

( )KjjjMj ,...,2,1... __2 ==== λλλ ,则有 

 ,且wjwfMwjwj λλλλ ==== __2_1 ... .  (8) 111
2
∑
=

=
M

kjwj kλλ

如果同步变迁不是瞬时变迁而是时间变迁 (其实施速率为tT tλ ),则可以近似等价地把 T 分解为一个瞬时

变迁和一个时间变迁,瞬时变迁表示同步的影响,时间变迁表示同步以后同步变迁实施时间的影响,即在式(5)~
式(8)各式的末尾附加上一项 就可以了. 

t

1−
tλ

3   用 STED 方法进行紧同步模型的性能分析 

根据文献[8]中方法的思想,我们对紧同步随机 Petri 网模型进行了更为深入的分析,提出了 STED 方法,用于

对具有一个或者多个同步变迁的紧同步随机 Petri 网模型进行分解求解,其中的同步变迁可以是瞬时变迁也可

以是时间变迁,子模型可以是同构的,也可以是异构的.STED方法能够将状态空间数从 O(dM)减少到 O(d),其中 d
为子模型状态空间数的最大值,M 为子模型数.而且在子模型同构的情况下,分解后的子模型中等价表示同步变

迁影响的时间变迁的实施速率公式十分简便,考虑到大量系统的随机 Petri 网模型中的子模型是同构的[1~3],因
此 STED 方法具有广泛的实际应用背景. 

STED 方法的核心思想是把整个模型分解为多个无关的子模型,对于各个子模型公用的同步变迁,在分解

后的子模型中用一个时间变迁来等价表示该子模型在这个同步变迁处等待同步的延迟,从而对分解后的子模

型孤立求解.STED 方法分为近似等价压缩、同步变迁等价分解和子模型孤立求解 3 个阶段.首先应用定理 1~
定理 4 把紧同步随机 Petri 网模型近似等价地化为如图 1(a)或者图 6(a)所示的压缩模型;然后应用定理 5 和定理

6(子模型同构时可以应用推论 1 和推论 2)将压缩模型分解为如图 1(b)或者图 6(b)所示的形式,在分解后的子模

型中用一个时间变迁来近似等价同步变迁的影响;最后对各个子模型进行孤立求解得到各项性能指标.下面举

例说明 STED 方法分解求解紧同步随机 Petri 网模型的步骤. 
例 1:在如图 7(a)所示的随机 Petri 网模型中,共有 M 个同构的子模型通过一个公用的同步瞬时变迁 联系

在一起.对于任何一个子模型

mt
( )Mi ,...,2,1i = ,时间变迁 T 的实施速率521 ,, iii TT 521 ,, iii λλλ 分别为 5,1,3;瞬时变迁

的实施概率 分别为 0.90 和43 , ii tt 43 , ii pp ( )=− 90.01 0.10.计算图 7(a)模型的性能参数. 
解: 在子模型 中,变迁 及其相邻的位置构成了一个循环结构,根据定理 4 可以化

为等效变迁 T ,如图 7(b)所示,且

( )Mii ,...,2,1= 4352 ,,, iiii ttTT

6i 13
1
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3
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111
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;然后图 3 中变迁 T 及其相邻

的位置构成了一个顺序结构,根据定理 1 可以化为等效变迁 T ,如图 7(c)所示,且

61 , ii T

2.1313111

17

=+=
iii λλλ 5

1

6

+= .

然后可以利用推论 1 求得子模型 i 中等价于同步变迁 的时间变迁 T 的实施速率mt wi 7

1

iλ
−







2

1M

j
wi j

λ
=






= ∑ ,从而得到

分解以后的子模型 i,如图 7(d)所示.最后对各子模型孤立求解得到各项性能指标. □ 
表 1 比较了 STED 方法分解求解与利用随机 Petri 网软件包 SPNP[11]精确求解的结果(表中所列为一些主要

性能指标).从表 1 可知,使用 STED 方法对紧同步模型进行分解求解,能够减少求解时的状态空间,并且误差 
较小. 
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(a) The SPN model of the example 

(a) 例 1 的 SPN 模型 
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(b) Sub-Model i after simplification of step 1 
(b) 经过第 1 步简化后的子模型 i 
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(c) Sub-Model i after simplification of step 2 
(c) 经过第 2 步简化后的子模型 i 
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(d) Sub-Model i after decomposition 

(d) 分解后的子模型 i 

Fig.7  An example of strictly synchronized SPNs 
图7  一个紧同步随机 Petri 网模型的实例 

4   总  结 

随机 Petri 网的状态空间爆炸问题极大地限制了其在大型和复杂系统中的应用.大量现实问题用随机 Petri
网建模将得到由多个子模型构成的紧同步模型,而由于状态空间爆炸的问题,紧同步随机 Petri 网模型的性能分

析目前并没有得到很好的解决. 
本文提出了一种同步变迁分解等价(synchronous transition equivalent decomposition,简称 STED)法.STED

方法适用于对具有一个或者多个同步变迁的紧同步随机 Petri 网模型分解求解,其中的同步变迁可以是瞬时变

迁也可以是时间变迁,子模型可以是同构的也可以是异构的.STED 方法对于子模型同构的情况是十分简便而
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有效的.由于对大多数实际系统建模得到的紧同步随机 Petri 网模型中都满足子模型同构的要求(例如,文献

[1~3]),因此 STED 方法具有广泛的实际应用背景. 
Table 1  Comparison between the results of STED decomposition and 

the precise results of SPNP (M=2,3,8. i=1,2,…,M) 
表1  STED 方法分解求解与 SPNP 精确求解的结果比较(M=2,3,8.i=1,2,…,M) 

  
No. of MC

states 
No. of MC
transitions

Average tokens
in Pi0 

Average tokens 
in Pi4 

Throughput 
of Ti1 

SPNP result 15 32 0.010 132 0.331 274 0.050 661 
STED result 4 5 0.010 101 0.333 333 0.050 505 

 
M=2 

 Relative error (%)   −0.31 0.62 −0.31 
SPNP result 63 192 0.008 299 0.452 247 0.041 496 
STED result 4 5 0.008 264 0.454 545 0.041 322 

 
M=3 

 Relative error (%)   −0.42 0.51 −0.42 
SPNP result 65 535 524 288 0.005 607 0.629 907 0.028 037 
STED result 4 5 0.005 575 0.632 063 0.027 874 

 
M=8 

 Relative error (%)   −0.58 0.34 −0.58 
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