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Abstract: A new parallel algorithm for the knapsack problem is proposed, in which the method of divide and 
conquer is adopted. Based on an CREW-SIMD machine with shared memory, the proposed algorithm needs 
O(2n/4)1−ε processors, 0 ≤≤ ε 1, and O(2n/2) memory to find a solution for the n-element knapsack problem in O(2n/4⋅ 
(2n/4)ε) time. The cost of the algorithm is O(2n/2), which is optimal and an improved result over the past researches. 
The wrong results in corresponding literatures are also pointed out in this paper. 
Key words: knapsack problem; NP-complete; parallel algorithm; method of divide and conquer 

摘  要: 利用分治策略,提出一种基于 SIMD 共享存储计算机模型的并行背包问题求解算法.算法允许使用

O(2n/4)1−ε个并行处理机单元,0 ≤≤ ε 1,O(2n/2)个存储单元,在 O(2n/4(2n/4)ε)时间内求解 n 维背包问题,算法的成本为

O(2n/2).将提出的算法与已有文献结论进行对比表明,该算法改进了已有文献的相应结果,是求解背包问题的成本最

优并行算法.同时还指出了相关文献主要结论的错误. 
关键词: 背包问题;NP 完全;并行算法;分治法 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A  

背包问题(也称子集和问题)可以描述如下:给定 n 个正整数 W=(w1,w2,….,wn)和正整数 M,要求寻找这样一

个子集 I⊆{1,2,…,n},使得∑wi=M,i∈I.背包问题属于 NP 完全问题,直接的枚举搜索可能遍历问题的所有 2n 个解
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空间,因此,直接搜索最坏情况下的时间复杂性为 O(2n).由于求解该问题的指数时间复杂性,背包问题在信息密

码学领域和数论研究中有着极为重要的应用[1,2].因此,使用算法设计方法来降低求解该问题过于庞大的计算

量,具有重要的理论和实际意义. 
本文中,令 N=2n/2,e=N1/2=2n/4.分枝限界算法对于某些实例表现出较好的时间性能,但其最坏情形的时间复

杂性仍为 O(N2),例如,文献[3]中提出的由市场共享问题产生的背包问题,使用分枝限界算法几乎不可能对它们

求解.Horowitz 和 Sahni[4]利用分治方法提出了著名的二表算法,算法的时间和空间复杂性被分别降至 O(NlogN)
和 O(N).文献[4]基于二表算法,采用动态产生两个排序表中子集和元素的方式,使算法对存储空间的需求降为

O(e),时间需求则保持不变.另外,使用归并方法,可以将其时间复杂性进一步减少至 O(N),但空间复杂性则仍为

O(N)[3,5].上述算法虽然至今仍然是串行求解背包问题的最有效的算法,但对于实践应用中维数稍大的问题实

例,尚不能在合理的时间内对其求解. 
随着并行处理技术的日臻成熟 ,对背包问题的有效的并行算法的研究一度成为该领域的研究热点

[5~8].Karnin[6]提出了一种基于 CREW-SIMD 共享存储计算模型的并行二表算法,算法使用 O(N1/3)的处理机和共

享存储,在 O(N)的时间求解背包问题,因此,该算法的成本为 C=T×P=O(N4/3).1991 年,Ferreira[5]提出一种对共享

存储器的空间需求为 O(N)、成本为 O(NlogN)的并行算法.文献[7]则使用 O(N1/4)的处理机,将对共享存储的需求

减少至 O(N1/2),但算法的成本却变为 O(N5/4).其后,文献[6]利用文献[7]中第 1 阶段并行算法,对二表算法中表面

上不可并行的第 2 阶段巧妙地并行化,改进了文献[7]的结果,并宣称其成本已达到串行背包算法的最低时间复

杂性 O(N),从而断定背包问题成本最优的并行算法已经找到.遗憾的是,由于文献[7]中对算法第 1 阶段时间复杂

性的分析是错误的,使得文献[6]的结论同样是不可信的,即该算法并不是背包问题的成本最优算法. 
本文利用最优并行归并算法,提出一种基于 CREW-SIMD 共享存储并行计算模型的新算法,算法中每个处

理机都有 O(1)的局部存储空间和 O(N)的全局共享存储空间.算法允许使用 O((2n/4) )个处理机,0ε−1 ≤≤ ε 1,在
O(2n/4(2n/4) )时间内求解背包问题,其成本为 O(N),因此,本文提出的算法是背包问题的最优并行算法. ε

本文第 1 节介绍作为本文算法基础的二表算法.第 2 节提出成本最优的并行算法.第 3 节是算法性能分析

与比较,其中对文献[6,7]中主要结论的错误进行了深入分析.最后是对本文的总结和今后研究工作的展望. 

1   二表算法 

由于最优并行算法基于串行二表算法,因此首先简单叙述二表算法[4,6]. 
二表算法(the two list algorithm). 
I. 生成阶段: 

(1) 将 W 平均分成两部分 W1 和 W2,W1=(w1,w2,…,wn/2),W2=(wn/2+1,wn/2+2,…,wn). 
(2) 生成 W1 的所有 N 个可能的子集之和,并将它们按非降序存放在表 A=[A1,A2,…,AN]中. 
(3) 生成 W2 的所有 N 个可能的子集之和,并将它们按非升序存放在表 B=[B1,B2,…,BN]中. 

II. 搜索阶段: 
(1) i=1,j=1. 
(2) If Ai+Bj=M, then stop: a solution is found. 
(3) If Ai+Bj<M, then i=i+1; else j=j+1. 
(4) If i>N or j>N then stop: there is no solution. 
(5) Go to (2). 

实际上,可以将二表算法分成 3 个步骤((a),(b)属于第I阶段,(c)属于第II阶段): 
(a) 生成表 A,B 中的所有子集之和; 
(b) 对 A,B 中的所有元素排序; 
(c) 对 A,B 进行搜索,以得到问题的解. 
显然,像文献[6]严格执行上述步骤,算法在最坏情况下的时间复杂性为 O(NlogN),但如果将第I阶段的步骤

(a),(b)依下述方法一并执行,则算法的时间复杂性可降为 O(N)[3,5].从自然排序表[0,w1]开始,将 w2 依次加到表的
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两个元素中得到表[w2,w1+w2],然后用与两个表的长度之和相同的时间对它们进行归并,再将 w3 加到归并后的

排序表中各元素上,再归并,…,最后就可以得到所需要的两个排序表 A,B.这样,其运行时间将减少为 

∑ −≤≤
=

12/0
)()2(

ni
i NOO . 

步骤(c)显然能在 O(N)的时间内完成.因此,算法总的运行时间可达到 O(N). 

2   并行算法 

Ferreira[5]的算法在很大程度上实现了对二表算法两个阶段的并行,但其两个阶段的成本都是 O(NlogN),因
此其计算成本不能达到最优.文献[7]对二表算法第I阶段使用动态产生表中元素的方法,使得并行算法对共享

存储的需求降为O(N1/2).虽然该文算法总的时间复杂性O(N)是正确的,但其对第I阶段时间复杂性的分析(O(n2))
则值得商椟.文献[6]基于文献[7]中第I阶段并行算法,对第II阶段实现了最优并行化.不过,由于存在与文献[7]同
样的问题,而且其并行算法也不是最优算法,对该文结论的详细分析将在下一节给出.以下采用分治策略,借鉴

文献[6]中第II阶段并行算法和 Ferreira 算法[5]的设计思想,提出背包问题的最优并行算法. 

2.1   P=O(N1/2) 

为了便于表达,我们先假定处理机数为 P=O(N1/2)=O(e),依次考虑算法的两个阶段,即表 A,B 的生成阶段和

搜索阶段. 
2.1.1   第I阶段 

因为二表算法中两个表 A,B 的生成在本质上完全相同,以下只描述按归并方式生成非降序排序表 A 的过

程 .考虑表 A 被生成的最后一步 :设共享存储器中已保存的含 N/2 个子集和元素的排序表 An/2−1 为

An/2−1=[An/2−1.1,An/2−1.2,…,An/2−1.N/2],将 wn/2 利用 P 个处理机并行地加到该表的所有元素上,每个处理机内含有表

A1
n/2−1=[An/2−1.1+wn/2,An/2−1.2+wn/2,…,An/2−1.N/2+wn/2]中的 N/(2P)个元素,设这样的 N/(2P)个元素组成表 A1

n/2−1 的一

个块.使用文献[9]中类似的方法,对两个表 An/2−1,A1
n/2−1 先划分,再归并. 

1                           2              …                  P 
A1

n/2−1 = A1
n/2−1.1,A1

n/2−1.2,…,A1
n/2−1.P A1

n/2−1.P+1,…,A1
n/2−1.2P … A1

n/2−1.(P−1)P+1,…,A1
n/2−1.N/2 

 

An/2−1= An/2−1.1,An/2−1.2,…,An/2−1.j(1) An/2−1.j(1)+1,…,An/2−1.j(2) … An/2−1.j(P−1)+1,…,An/2−1.N/2 

Fig.1  The partition and merger of list An/2−1 and A1
n/2−1 

图 1  表 An/2−1,A1
n/2−1 的划分归并 

如图 1 所示,首先利用表 A1
n/2−1 的 P 个块,将表 An/2−1 对应地划分成 P 块,每块约含 N/(2P)个元素(如果出现

某一块对中的一块的元素数超出 N/(2P)很多,则还必须对元素数较多的块继续划分),然后将 P 对彼此对应的块

对并行归并,各处理器将归并后的结果写入共享存储器的不同地址单元,便可得到含 N 个子集和元素的排序表

An/2,即表A.由于对两个表进行划分时的折半查找允许对共享存储器的同一地址空间同时读取数据,因此执行这

一过程的并行操作时间为N/(2P)+2log(N/2)+2N/(2P)=3N/(2P)+2log(N/2)(虽然可能出现一次划分不成功的情况,
即出现某一块对中的一块的元素数超出 N/(2P)很多的情况,但即便如此,其时间界将仍然保持不变[9]).如前所

述,在排序表 A,B 生成过程中,最开始时为只有 1 个元素 0 的表,即 A0=[0],其次是两个元素的表 A1=[0,w1],然后依

次是 4 个元素的表 A2,…,N/2 个元素的表 An/2−1,N 个元素的表 An/2,对前面的 n/4 个表 A1,A2,…,An/4,在与其对应的

表(即加了相应 wi 的表)归并时,可不必对它们划分,而使用折半查找,直接求其中一个表中的每一元素在另一表

中的位序(rank).对后面的 n/4 个表,则采用划分归并表 An/2−1 和 A1
n/2−1 的方式进行,即先将对应的两个表并行划

分,然后再将对应块并行归并.因此,排序表 A,B 的生成算法可描述如下: 
表生成算法(the list generating algorithm). 
begin 

    for i = 1 to n/4 do 
      do in parallel  
        produce all of the subset sums of Ai in nondecreasing order. 
      end do 
    end for  
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    for i = n/4 + 1 to n/2 do 
      do in parallel  
        produce all the subset sums of A1

i−1 by adding the value of wi to the subset sums of Ai−1. 
        partition two lists Ai−1 and A1

i−1 into P blocks almost evenly. 
        merge the corresponding blocks to obtain the sorted list Ai. 
      end do 
    end for 

end    
2.1.2   第II阶段 

首先,如图 2 所示,将排序表 A,B 平均分成 P(或 e)块,使得

每块都含有 N/P=e 个按非降或非升序排列的元素,不妨将表

A,B 分别设为 

A=( 1A , 2A ,…, iA ,…, eA ),其中 =( 1.iA , 2.iA ,…, eiA . ),1≤i 

≤e,B=( 1B , 2B ,…, jB ,…, eB ),其中 jB =( 1.jB , 2.jB ,…, ejB . ),1≤j 

≤e. 

iA

然后,将表 A 的第 i 块分配给处理机 i,1 ,如果不对

表 A 和 B 的每一块作任何处理,则为求解背包问题,处理机 i
就应对表 B 的每一块进行搜索,但是,通过下述剪块规则,处理机 i 可只需对 B 的一小部分块搜索.为此,引入与文

献[6]中引理 1 和引理 2 相似的下述引理,其证明与文献[6]中引理 1 和引理 2 的证明类似,本文从略. 

ei ≤≤
Fig.2  The block structure of the list A and B 

图 2  表 A 和表 B 的分块结构 

B1

Bn

B2

A1 

An 

A2 

引理 1. 对于表 A,B 的任意块对( iA , jB ),1 eji ≤≤ , , iA =( 1.iA , 2.iA ,…, eiA . ), jB =( 1.jB , 2.jB ,…, ejB . ),若

1.iA + ejB . >M,则子集和组合( riA . , sjB . )不可能是背包问题的解,其中 riA . ∈ iA , sjB . ∈ jB . 

引理 2. 对于表 A,B 的任意块对( iA , jB ),1 eji ≤≤ , , iA =( 1.iA , 2.iA ,…, eiA . ), jB =( 1.jB , 2.jB ,…, ejB . ),若

eiA . + 1.jB <M,则子集和组合( riA . , sjB . )不可能是背包问题的解,其中 riA . ∈ iA , sjB . ∈ jB . 

应用引理 1 和引理 2 的结论,可得到如下剪块算法: 
剪块算法(the prune algorithm). 
begin 
  Divide the two ordered lists, A and B, into e blocks, respectively. 
  for all Pi where 1 Pi ≤≤  do 
     for j = 1 to e do 
        begin 
          X= 1.iA + ejB . ; 

          Y= eiA . + 1.jB ; 
          if (X=M or Y=M) 

      then stop, a solution is found 
          else if (X<M and Y>M) 
              then write ( iA , jB ) to the shared memory; 
        end 
end 
显然,剪块算法的时间复杂性为 O(e),即 O(2n/4).在剪块算法开始之前,所有可能的块对数为 e × =N,但在执

行完该算法之后,下面的定理 1 则可以保证剩下的块对数最多为 2e. 
e

定理 1. 在执行剪块算法之后,共享存储器中剩下的块对数最多为 2e. 
证明:同文献[6]中定理 2 的证明. □ 
这样,由定理 1,在执行完剪块算法之后,将共享存储器中的块对平均分配到各处理机单元,此时每个处理机

单元中的块对数最多为 2;最后,每个处理机对本处理机上的块对执行单方向的顺序搜索,以最终求出问题的解. 
综合前面的表生成算法和剪块算法,背包问题的最优并行算法概略描述如下. 
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最优并行算法(the optimal parallel algorithm). 
(1) Perform the list generating algorithm. 
(2) Perform the prune algorithm. 
(3) Equally assign the picked block pairs to each processor. 
(4) for all Pi where 1 Pi ≤≤  do 
         Pi performs the search routine of the two-list algorithm. 

2.2   P<O(N1/2) 

为了能用本文的算法处理维数较大的背包问题,我们将上述算法推广到处理机数 P<O(N1/2)的情形.设处理

机数为 P= ,0ε−1e ≤≤ ε 1.在步骤(1)的表生成阶段,首先,每个处理机并行地将 wi加到前一个已排序表 Ai−1中,得到

新表 A1
i−1,其中1 12/ −≤≤ ni .其次,对于表对 A1

i 与 Ai,1 4/)1( ε−≤≤ ni ,0<ε≤1,直接将它们并行归并得排序表 Ai+1;而
对于表对 A1

j 与 Aj, 12/4/)1( −≤<−n njε ,则必须先将它们并行划分成 P 块,,然后将划分后的 P 个块对并行归并,以

生成排序表 Aj+1.将两个排序表 A,B 平均分成 P 块以后,步骤(2)利用 P 个处理机对所有可能的 P2 个块对执行剪

块算法;再将剩下的块对(其数量最多为 2P)平均分配给每一处理机(步骤(3));最后各处理机执行串行二表搜索,
以最终确定问题的解(或判定问题无解). 

3   算法性能分析与比较 

3.1   性能分析 

首先考虑处理机数为 P=O(N1/2)的情形,执行步骤(1)的并行表生成算法第 1 个循环的时间为 O(n2),第 2 个

循环所需的并行操作时间为 O ;步骤 (2)即剪块算法的运行时间为

O(P)=O(2

)2()/()2)2/(23( 4/
12/

4/

n
n

ni

i OPNOiP ==







+⋅∑

−

=

n/4);步骤(4)的执行时间为 O(N/P)=O(2n/4).因此,算法总的时间复杂性为 O(2n/4),并行计算的成本为

C= PT × = O(2n/4)×O(2n/4)=O(2n). 
其次,若 1 ≤ P<N1/2,通过对本文并行算法中的表生成算法、剪块算法以及串行的二表搜索算法这 3 个组成

部分的分析可知,此时并行背包算法的时间复杂性为 O(N/P)+O(P)+O(N/P),注意到 1 ≤ P<N1/2,从而 N/P>P,故此

时的时间复杂性将囿界于 N/P,即 O(N/P),而算法的成本依然保持为 C=O(N/P)×O(P)=O(2n/2). 
因此,对 1 P 2≤ ≤ n/4 的任意情形,本文算法的计算成本均可达到最优. 

3.2   性能比较 

文献[6]基于文献[7]中第 1 阶段的并行算法,声称已得到求解背包问题的成本最优并行算法,因此,首先分析

文献[7]算法中主要结论的错误.文献[7]中利用 2n/8 个并行处理机单元动态地产生各含 2n/2 个子集和元素的表

A,B,却只用 O((n/8)2)的时间,这显然是不可能的,因为当 n 较大时,其计算成本 O((n/8)⋅2n/8)将远远小于串行生成

表 A,B 的最低运算量 O(2n).实际上,在深入分析文献[7]中的并行算法后不难发现,该算法除了将对共享存储器

的空间需求减少至 O(2n/4)以外,在生成两个排序表 A,B 的第 1 阶段,即使使用 2n/8 个并行处理机单元,也不能减

少算法的运行时间,即其时间复杂性仍为 O(n2n/2),因此,文献[6]中并行背包算法的时间复杂性和成本也应分别

为 O(n2n/2)和 O(n25n/8),而不是如该文所述的分别为 O(23n/8)和 O(2n).因此,尽管文献[6]实现了二表算法中第 2 阶

段的最优并行化,但总体上,该文中的算法仍不是成本最优的并行算法. 
Karnin[6]用O(2n/6)个处理机单元,在 O(2n/2)时间内求解背包问题,其成本为 O(22n/3);Ferreira在文献[8]中提出

的平衡三表算法和非平衡三表算法的处理机数、时间复杂性、并行成本分别为 O(2n/3),O(2n/3),O(22n/3)与
O(2n/4),O(23n/8),O(25n/8),在能见诸文献的背包问题并行算法中,Ferreira 在文献[5]中提出的算法是这些算法中成

本最低的,仅为 O(n2n/2).显然,即使和 Ferreira 的这一并行算法[5]相比,本文算法的计算成本也只及该算法成本的

1/n,而且同时保持了 Ferreira 的算法[5]中处理机个数可根据实际需要调整的优点,从而为利用本文算法并行求
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解维数较大的背包问题提供了可能.例如:对维数 n=100 的背包问题,如果如像文献[6,7]中所描述的算法那样,就
需要一个至少具有 212.5 个处理机单元的 SIMD 并行计算机,显然,这将比串行求解该问题更加困难. 

上述算法的性能和本文算法性能的比较结果见表 1.从表 1可见,本文算法的性能明显优于已有的各种并行

背包算法的性能. 
Table 1  Comparisons of the parallel algorithms in solving the knapsack problem (0≤ε≤1) 

表 1  背包问题各并行算法的性能对比 (0≤ε≤1) 
Algorithms Processor Time Memory Cost Technique type Adaptability 

Karnin[6] O(2n/6) O(2n/2) O(2n/6) O(22n/3) Dynamic generation Not adaptable 

Ferreira[8]1 O(2n/3) O(2n/3) O(2n/3) O(22n/3) Dynamic generation and parallel search Not adaptable 

Ferreira[8]2 O(2n/4) O(23n/8) O(23n/8) O(25n/8) Dynamic generation and parallel search Not adaptable 

Ferreira[5] O((2n/2)1−ε) O(n(2n/2)ε) O(2n/2) O(n2n/2) Parallel generation and parallel search Adaptable 

Chang[7] O(2n/8) O(n2n/2) O(2n/4) O(n25n/8) Dynamic generation Not adaptable 

Lou[6] O(2n/8) O(n2n/2) O(2n/4) O(n25n/8) Dynamic generation and parallel search Not adaptable 

Ours O((2n/4)1−ε) O(2n/4(2n/4)ε) O(2n/2) O(2n/2) Parallel generation and parallel search Adaptable 

4   结  论 

本文基于 CREW-SIMD 共享存储并行计算模型,利用分治策略,提出了一种求解背包问题的并行算法.算法

允许使用(2n/4)1−ε个并行处理机单元,0 ≤≤ ε 1,在 O(2n/4(2n/4)ε)时间内求解背包问题,算法的成本为 O(2n/2).若如

Schroeppel 和 Shanir[4]所断言:T=O(2n/2)是顺序求解背包问题的时间下界,则本文的算法就是求解此问题的最优

并行算法.文中对已有求解背包问题的并行算法进行了深入的分析和对比,指出了相关文献中主要结论的错误. 
另一方面,到目前为止,可使用 O(2n/4)的存储空间动态地产生两个排序表中的子集和元素,以 O(n2n/2)的时

间串行求解背包问题.这样,一个自然的问题是,能否设计一种既可保持本文算法的处理机数可视实际需要调整

的优点,又可将共享存储器的空间需求降低为O(2n/4),同时算法的成本为O(n2n/2)或O(2n/2)的并行背包算法.尽管

这样的算法不一定是背包问题的最优并行算法,并且事实上单元存储器的成本也远低于单元处理器的成本,但
对于求解时间和空间都呈指数增长的 NP 完全问题而言,研究这一问题仍然具有理论和实际意义. 
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