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摘要: 给出了高次区间 B-B(Bernstein-Bézier)曲面的降阶逼近算法.这里主要采用了线性规划方法,对降一阶情
况还给出了分析求解方法.降阶逼近的结果可用于满足不同 CAD 系统之间数据转换的需要,也可用于节省一
些几何操作的计算时间. 
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曲线、曲面在 CAD/CAM 系统中至关重要,它们在计算机中的表示、显示和计算都有广泛的研究.为了减
少存储量、提高计算效率,曲线曲面的降阶逼近被纳入正题.有时由于系统条件的限制也必须将高次的曲线曲
面降为低次.Brunnett G.,胡事民等人在这方面都做了较多的工作[1,2].Sederberg等人提出了区间 Bézier曲线的概
念[3],以区间作为控制顶点,避免了在曲线曲面求交等问题中丢失交点的现象,克服了误差估计上的一些困难,提
高了几何数值计算的稳定性.之后,区间曲线、区间曲面的研究迅速发展成为一个热点[4,5].陈发来等人首次对区
间 Bézier 曲线的降阶进行了研究[6].三角 Bézier 曲面和张量积曲面一样也是几何造型系统中的一种重要形式,
但区间三角 Bézier 曲面的降阶逼近并不能由曲线简单推广得到,为此,本文探讨区间三角 Bézier 曲面的降阶问
题.本文的主要工作是寻求一张低次的区间三角 B-B(Bernstein-Bézier)曲面来包裹高次的区间三角 B-B曲面,使
此种包裹尽可能的紧密. 
我们将首先介绍区间三角 B-B 曲面的基本概念,接着采用线性规划的方法对高次的区间三角 B-B 曲面用

低次的区间三角 B-B曲面来包裹,最后给出几个计算实例. 

1   区间三角 B-B曲面 

区间的运算采用如下定义[3]: 
设 [u],[v] 是 两 个 区 间 ,α 为 常 数 ,“*” 是 通 常 的 运 算 符 , 如 “+”,“−”,“⋅”,“/

]}
” 等 等 , 则  

,
=][*][ vu

]}[],[|*{ vyuxyx ∈∈ [|*{][ uxxu ∈=∗ αα . 

设 T 是以 T 为顶点的三角形,P 是 T 内的任意一点,P 关于 T 的重心坐标为 ( ,则 ,且
. 

321 ,, TT ),, wvu 1,,0 ≤≤ wvu

1=++ wvu

令 },为非负整数,,]),[],,[],,([]{[][ ;;;;;; nkjikjiFFFFFFFF ijkzijkzijkyijkyijkxijkxijk =++== ,则区间三角 Bernstein- 

Bézier曲面定义为 
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由区间运算的性质知区间三角 B-B曲面相当于一些三角 B-B曲面[7]的并集,即 
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2   区间三角 B-B曲面的降阶 

定义区间三角 B-B曲面的厚度如下: 
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定义相应的区间三角 B-B曲面的升阶公式为 
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升阶后, )中所含的曲面可分为两类:一类是由 中的曲面升阶得到的,另一类是
无法与 m次曲面等价的曲面.可以证明这些曲面的并集仍然是相等的.有如下定理: 
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定理 1. 与 表示同一张区间三角 B-B曲面. )]);([( PHGB mnn − )];([ PHBm

证明: ) , )中的各标价均为长方体形的闭区域,这些区域经过线性运算后仍为长

方体形的闭区域,所以
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, ) , )均表示为一个长方体形的闭区域.根据函数曲面升
阶后曲面不变的性质以及区间三角 B-B 曲面升阶的定义易知,升阶后得到的长方体各个面与升阶前得到的相
同,即 = ) .再由 P 的任意性知对区间曲面进行直接升阶得到的区间曲面仍是同一张
区间曲面.  □ 

]);PH([(GB mnn −

];([ PH

];([ PHBm

(Bn

根据此定理,若要将 n 次曲面降为 m 次,可以先求出 ,再将其还原为 .由升阶公
式(2),可得到还原公式: 
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其中  .0,...,2,1 −−−−= mnmnl
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对于区间三角 B-B 曲面,若已知G ,可用上述公式依次求出 , ,…, .

而 [ . 
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~
式(4)保证了包裹最紧密,方程组(5)保证 )];([)];([ PHBPFB nn ⊂ ,方程组(6)保证了 )];~([ PHBn 是次数不超过

m的三角 B-B曲面,进而可精确降为 m次的三角 B-B曲面. 

该问题可用 Matlab等软件包来解决,得到 ]~[ 后,利用还原公式(3)求出 [ ,从而得到 . H ]H )];([ PHBm

3   分析法求解 

当 m比较靠近 n,例如 m=m−1时,可用分析法求解. 
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则上述线性规划问题转化为 
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应用 Lagrange乘子法求解上述问题并定义 
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在方程组 (10)的第 1 个等式中共表示了
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式(8)中,计算目标函数的值.重新选其他元素,令其为 0,重复上述步骤,计算出所有可能的目标函数值,可得到最
小目标函数所对应的{ ijkx;ε , ijkx ;ε , ijky;ε , ijky ;ε , ijkx;ε , ijkz;ε , ijkz ;ε | nkji =++ }.由式(7)算出 ,,~,~,~{ ;;;; ijkyijkyijkxijkx HHHH

t
 

}|~,~
;; nkjiHH ijkzijkz =++ 即 ]~[H ,进而求得 ][H . 

在实际应用中若有其他要求,可适当增加一些约束条件,然后求解. 

4   实  例 

例 1:图 1中将降阶前、后的图形进行了比较,原始的区间三角 B-B曲面为 4次,标架为 

]).72,70[],57,55[],107,105([][
]);72,70[],52,50[],102,100([][  ]);72,70[],52,50[],82,80([][

]);72,70[],52,50[],62,60([][  ]);72,70[],57,55[],57,55([][
]);72,70[],62,60[],112,110([][  ]);42,40[],62,60[],92,90([][

]);52,50[],62,60[],72,70([][  ]);72,70[],62,60[],52,50([][
]);72,70[],72,70[],102,100([][  ]);42,40[],72,70[],82,80([][

]);72,70[],72,70[],62,60([][  ]);72,70[],82,80[],92,90([][
]);72,70[],82,80[],72,70([][  ]);72,70[],82,80[],82,80([][
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其厚度为 2. 

采用分析法求解,降阶后为 3次,标架为 

]).72,70[],57,55[],107,105([][ ]);72,70[],52,3.48[],3.100,3.98([][
]);72,70[],52,3.48[],7.63,7.61([][ ]);72,70[],57,55[],57,55([][

]);72,70[],7.63,7.61[],7.113,7.106([][ ]);32,10[],2.66,7.61[],5.84,5.77([][
]);72,70[],7.63,7.61[],3.55,3.48([][ ]);72,70[],82,3.78[],3.95,3.93([][

]);72,70[],82,3.78[],7.68,7.66([][ ]);72,70[],82,80[],82,80([][
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其厚度为 3.47.降阶前、后的厚度比为 1:1.735. 
例 2:如图 2 所示,将 1/8 拟区间球面(这里采用三角 B-B 曲面逼近球面)进行了降阶逼近.原始的区间三角

B-B曲面为 5次,采用 Matlab中的函数求解线性规划的最优值进行降阶,降阶后为 4次,降阶前、后的厚度比为
1:1.529. 
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x

(a) Original interval triangular Bézier surface 
(of order 4) 

(a) 原始区间三角 Bézier曲面(4次) 

y

z

x

(b) Interval triangular Bézier surface after degree deduction 
(of order 3) 

(b) 降阶后的区间三角 Bézier曲面(3次) 
Fig.1  Contrast between the approximative interval triangular Bézier surface and it’s original surface 

图 1  区间三角 Bézier曲面降阶前、后的图形比较 
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(b) Interval triangular Bézier surface after degree reduction 
(of order 4) 

(b) 降阶后得到的区间三角 Bézier曲面(4次) 

(a) Original one eighth approximate interval spherical surface
(of order 5) 

(a) 原始 1/8拟区间球面(5次) 
Fig.2  Approximate degree reduction of an eighth approximate interval spherical surface 

图 2  1/8拟区间球面的降阶逼近 
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Abstract: An efficient algorithm of bounding interval triangular B-B (Bernstein-Bézier) surfaces with lower 
degree interval triangular B-B surfaces is presented. The algorithm is based on linear programming techniques. An 
analytical method is also given for degree reduction of one order. The result of degree reduction approximation can 
be used for the purpose of data transmission among various CAD systems, as well as for the saving of computation 
time for some geometric operations. 
Key words: computer aided geometric design; interval triangular B-B (Bernstein-Bézier) surface; approximate degree 

reduction 
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