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Abstract: A fitting system is developed to fit subdivision surface with sharp feature from noising and dense 
triangular meshes of arbitrary topology. The system includes an improved mesh denoising method based on bilateral 
filtering of images, sharp features extraction, feature-preserving mesh simplification and topological optimization. 
An estimating method for Loop subdivision surface is introduced to predict how many subdivision iterations are 
necessary to meet a user-defined tolerance. The method of adaptive subdivision is proposed during the fitting 
process to handle local detailed surface features. Both experimental results and practical applications in engineering 
demonstrate that the system can effectively achieve a good quality of the fitting subdivision surface with nice 
details while using few facets in the approximation. 
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摘  要: 实现了一个从带噪声的密集三角形拟合出带尖锐特征的细分曲面拟合系统.该系统包括了一种改进
的基于图像双边滤波器的网格噪声去除方法,模型的尖锐特征提取以及保持尖锐特征的网格简化和拓扑优化.
为了处理局部细节特征和模型数据量问题,提出了自适应细分方法,并将根据给定精度估计最少细分深度引入
到细分曲面拟合系统中,使得拟合得到的细分曲面模型具有良好的细节特征和数据量小等特点.大量 3D模型实
验结果和实际工程应用结果表明了该细分曲面拟合系统的有效性. 
关键词: 细分曲面;网格噪声去除;自适应细分;深度估计;曲面拟合 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

细分曲面是一种由初始控制网格按照一定的细分规则反复迭代而得到的极限曲面[1].自从 Catmull-Clark
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和 Doo-Sabin等人将 B样条曲面的节点嵌入技术推广到任意拓扑网格上,分别生成双三次和双二次 B样条曲面
以来[1],许多著名的细分模式如 Loop[2],Butterfly,Modified Butterfly,Kobbelt等相继提出来.由于细分曲面具有传
统参数曲面所不具备的优点,因而已广泛应用于计算机辅助几何设计、计算机动画造型及商业造型软件领域
中,并已成为MPEG4标准中 AFX(animation framework extension)模块的技术之一.另一方面,由于三维扫描仪和
CT 等三维数据获取设备的迅速发展,细分曲面也已逐渐应用于医学图像处理、珍贵文物的数据化保存及快速
原型制造领域,不少学者在细分曲面拟合及相关方面做了许多很有意义的工作[1,3]. 

Hoppe等人[4]提出一种从任意拓扑密集的三角网格拟合成 Loop细分曲面[2]的方法.Hoppe等人首先修改了
Loop 局部细分规则,使得该方法能够塑造出如折痕、角等尖锐特征,然后通过求解庞大的全局优化非线性能量
方程组对网格进行优化,进而得出细分曲面控制网格的顶点位置.因此,其拟合得到的曲面质量较高,但同时也
使得算法的运行速度相当缓慢,有时竟达几个小时.Suzuki 等人[5]利用细分曲面的极限位置反复调整控制网格,
使得调整后的网格上顶点的极限点到相应采样点之间的距离达到最小,虽然该方法计算量小,能够迅速获取模
型的大致轮廓,但它缺少模型的细节,且不能保持尖锐特征.Ma 和 Zhao[6]提出一种基于细分曲面参数化[7]拟合

Catmull-Clark细分曲面的方法.他们首先人为地将通过CT扫描获得的数据建立初始拓扑结构,然后把网格分割
成几块基本面片并对其进行参数化,最后用最小二乘法拟合 Catmull-Clark细分曲面.之后,Ma等人[8,9]提出一种

直接从任意拓扑密集的三角网格拟合细分曲面的方法.他们首先采用 Hoppe[4]对 Loop 细分模式修改的细分规
则对模型进行特征提取,进而利用基于二次误差(quadric error metrics,简称 QEM)[10,11]简化算法对模型进行简

化,最后也是用最小二乘法对细分曲面进行拟合.该方法能够获得较为光顺的细分极限曲面,但是,拟合得到的
曲面质量对简化后的网格质量较为敏感,这时,得到的曲面质量局部细分特征不是很好,且会产生皱褶.国内的
李桂清等人[12]对文献[8,9]中的网格优化和重采样部分进行了改进,从而进一步改善了拟合得到的整体曲面质
量.但是,和上述几种方法[4−6,8,9]一样,该方法也没有提出控制细分误差的办法,对一个模型细分的深度只能靠经
验取值.同时,当对一个模型细分到一定深度时,曲面有些区域已满足给定的要求,这时,如果再对模型进行全局
细分,将会迅速增大模型的数据量,影响模型的处理速度、存储与传输等后续操作.针对这一问题,一种解决办法
就是,只需对那些还不满足精度要求的曲面区域或需要更多层次细节的区域进行局部细分即可.结合上述各种
细分曲面拟合算法的优缺点,本文描述了一个带噪声的密集三角形网格的细分曲面拟合系统,较之先前的方法,
本文所做的工作有:1) 由于在实际工程中我们所处理的三角网格模型是带有噪声的,而文献[8,9,12]中的方法
都是以假定初始网格质量较好为前提的,因此,本文引入了一种改进的基于图像的双边滤波网格噪声去除方
法;2) 本文在细分曲面拟合时引入了细分深度的估计,避免了以往靠经验或利用模型的视觉效果判断细分的次
数,减少了拟合过程中的人为干涉因素;3) 本文给出了几种新的阈值准则的自适应细分方法,并把它引入到系
统中,从而避免了文献[8,9]中出现的数据量过大且局部细节特征不够丰富的问题;4) 应用本文的细分曲面拟合
系统于实际的工程中. 

如图 1 所示,为本文细分曲面拟合的主要步骤流程图.在第 1 阶段,对用三角网格表示的输入模型进行特征
提取,给所有的特征点和特征边做上标记,为了使拟合出来的细分曲面保持初始模型明显的尖锐特征,这些特征
标记将一直用到最后的拟合阶段,接着采用一种改进的基于图像的双边滤波器的光顺方法对模型进行去噪处
理;接下来在保持初始网格的拓扑结构和尖锐特征下用逐步求精去除顶点法对三角网格模型进行简化和优化;
在此基础上,通过引入的细分曲面深度估计和自适应细分对简化后的网格细分,然后从细分后的网格重新采样
顶点,利用这些顶点的细分模板(mask)以及在极限细分曲面的位置建立方程进行拟合,最后输出满足拟合精度
的细分曲面. 

本文第 1节简要回顾 Loop细分模式.第 2节介绍一种改进的网格模型噪声去除方法.第 3节是三角网格模
型的简化和优化.第 4节是细分深度的估计及自适应细分.第 5节是实验结果讨论.最后一部分是结论. 
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Fig.1  Overview of our method 
图 1  本文方法流程图 

1   Loop细分模式 

Loop 模式是一种基于三角网格的面分裂逼近细分模式,它是由 Charles Loop[2]提出来的,生成的曲面是盒
式样条(box spline)曲面的推广.通常,对一个模型细分可分为两步:分裂和平均.在分裂阶段所用的方法称为拓

扑规则,在平均阶段所用的方法称为几何规则.对于 Loop 细分模式来说,拓扑规则是在三角形的每条边上插入
新点,并将其两两相连,使每个三角形分裂成 4 个小三角形,因此,细分一次后,三角形的个数将是原来的 4 倍;而
几何规则是重新计算网格上所有顶点在下一层细分中所处的位置 ,一般起着光顺的作用 .之后 ,Hoppe[4]和

Schweitzer[13]对 Loop 细分模式进行了扩展,修改后的细分规则生成的曲面是分段光滑的,且带有折痕、角、尖
刺等尖锐特征.与文献[8,9,12]采用的细分模式相同,本文也是采用 Hoppe 扩展后的 Loop 细分规则.细分曲面虽
然没有解析表达式,但是,利用离散傅立叶变换和细分矩阵,却可以对细分曲面的收敛性、连续性及一些几何属
性进行分析[14];对于控制网格上的顶点,由于细分的进行,顶点的位置在不断地更新,最后收敛到细分极限曲面
上,其在细分极限曲面上的位置,通过对局部细分矩阵的特征值和特征向量分析可以得到.顶点的极限位置及其
对应初始位置将用于最后拟合方程的建立.因为扩展后的 Loop 细分规则及顶点的极限位置在文献[1,4,8,13]中
都有详细介绍,本文就不再赘述. 

2   网格噪声的去除 

尽管用于三维数据点获取的硬件设备迅速发展、技术日益更新,但由于物理因素和其他人为因素,得到的
三角网格模型不可避免地存在各种噪声和局部的小扰动.因此,为了给模型后处理提供更加准确和有效的数据,
对三角网格模型进行光顺去噪处理是很有必要的.对于网格的光顺去噪,常用的有基于拉普拉斯算子的方法及
其各种改进方法[15,16]、Taubin 的基于信号处理方法[17]、Desbrun 的平均曲率流方法[18],还有 Jones 等人[19]和

Fleishman 等人[20]几乎同时提出的基于图像双边滤波器思想的方法.这些方法各有优缺点,比如,Fleishman 的方
法在处理噪声稍大的网格时会引起过光顺,因而不能有效地保持网格的某些细节特征.本文所采用的去噪方法
是在 Fleishman方法基础上的进一步改进.我们知道,在网格光顺去噪中,它的演化过程通常由式(1)表示. 
 vnew⇐vold+n(vold)λ (1) 
其中,n(v)为顶点的移动方向(一般都是沿着该点的法向),λ为顶点的移动速率.从式(1)中可以看出,顶点的移动
方向在很大程度上决定着光顺去噪后的曲面质量和迭代次数. 

在Fleishman的方法中,顶点的移动方向是由平均顶点的 1-邻域上三角形的法向量(每个三角形的法向量对
该顶点的贡献大小通过该三角形的面积加权)来决定的.然而,当一个模型的噪声较大时,可能存在着顶点的 1-
邻域本身都是噪声,这时,如果用 1-邻域上三角形的法向量来估计该顶点的移动方向,则势必导致光顺迭代次数
的增多,从而使得模型的其他区域产生过光顺的可能性增加.为此,在估计顶点的法向量之前,我们首先采用文
献[16]中的方法对顶点 1-邻域上的三角形的法向量进行平均,然后再以 Fleishman方法中顶点移动的速率移动.
设平均后的法向量为 m(T),其定义如下: 
  (2) ∑

∈

=
)(

)(),()(
TNS

SnSTTm ξ

其中,权值ξ(T,S)由下式定义: 
 ξ(T,S)=A(S)exp{−(k/θ)2},k=ϕ/d (3) 
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其中,A(S)为三角形 S的面积,θ是给定的正数阈值,N(T)为三角形 T的 1-邻域上三角形所组成的集合,d为三角形
T和 S重心之间的欧氏距离. 

如图 2所示为 Fleishman方法、Taubin方法与改进后的 Fleishman方法的比较.原 Fleishman方法在兔子的
眼睛和下巴处产生了过光顺,从而细节特征被磨光了;Taubin 方法在消除高频信号的同时,也在某些细节上增强
了低频信号;而改进后的 Fleishman方法在以较少的迭代次数获得较好的光顺去噪曲面质量的同时,也保持了细
节特征. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) Smoothed by 8 iterations of Taubin λ|µ 
with λ=0.6307, µ=−0.6732 

(b) Taubin的λ|µ方法(λ=0.6307,µ=−0.6732),8次迭代 

(a) The Stanford bunny is artificially corrupted 
by Gaussian noise 

(a) 加入高斯噪声后的 Stanford兔子 

 (c) Smoothed by 5 iterations by the method
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(d) Smoothed by 3 iterations of our improved 
Fleishman’s method 

(d) 本文改进的 Fleishman方法,3次迭代 
 

Fig.2 
图 2 

3   三角网格简化与优化 

三角网格简化是指在保持原有模型的几何拓扑特征的情况下,尽量减少模型的面片数、边数和顶点数[10].
因此,简化的误差测度及如何简化显得尤为重要.简化技术相对较成熟,本文这部分所采用的方法与文献[8,9,12]
类似,采用的误差测度都是基于 Garland 等人[10]提出的二次误差(QEM),它的简化操作是通过边折叠来实现的.
二次误差是将点到相关平面的距离的平方作为误差测度,它具有计算速度快、内存消耗小且能够得到较高的网
格简化质量等优点.顶点 v相对于平面 f的误差测度 Qf(v)为 
 Qf(v)=D2=(nTv+d)2=vT(nnT)v+2dnTv+d2 (4) 
其中,平面 f 的方程为 ax+by+cz+d=0,平面 f 的单位法向量为 n=(a,b,c)T.而网格上的一个顶点 v 的最终误差测度
Q(v)为它到相关平面的误差测度之和, 

  (5) λ++== ∑
∈

vbAvvvQvQ TT

vTNf
f 2)()(

),(

从而,Q(v)可以用一个三元组(A,b,λ)表示,A=nnT,b=dn,λ=d2. 
执行边折叠以后,新顶点 v位置的确定可以有多种选择,最好的方法是 v的位置能使 Q(v)达到最小,为此,可

以对式(5)求偏导,求得梯度∇Q(v)为 
 ∇Q(v)=2Av+2b (6) 

令∇Q(v)等于 0,则求得 vmin=−A−1b为最佳位置;若 A为奇异矩阵,则新顶点 v的位置通常取折叠边 e的两端
点中,使得 Q(v)较小的那个端点,对于这种情形,我们采用 Loop细分中奇点的产生方式. 
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在简化本文处理的网格时,为了保持模型明显的尖锐特征,与前一个阶段相同,首先对模型的顶点和边进行

分类.同样地,如果两相邻三角形的二面角大于给定的阈值,则称它们的共享边为尖锐边;否则,称其为光滑边.顶
点则分为特征点和光滑点,其中:特征点包括前一个阶段的折痕点、尖刺点和角点;对于各种类型的顶点,网格简
化时,它们各自的代价函数分别定义如下[8,9]: 

• 光滑点:  )).((Min)(
)( ivNv

vQvQ
vi∈

=

• 折痕点: ,其中,{v
}{

))((Min)(
, ivvv

vQvQ
bai∈

= a,vb}为折痕点相邻两条折痕边的另两个端点的集合. 

• 角点和尖刺点:由于在整个简化过程中,这两种类型顶点一直被保留下来,因而无须定义其代价函数. 
在简化的过程中,首先根据每个顶点的代价函数计算出其代价;然后,根据代价大小建立优先级队列,优先

删除代价小的顶点或满足给定删除条件的顶点;同时,对与该顶点相关的三角形进行重新三角化,重新计算受到
影响的顶点的代价并更新队列,进入下一次循环删除;网格简化的终止条件可以是指定的三角形数量、边数或
顶点数. 

为了避免在边折叠或顶点删除时产生多边形孔洞或导致某些相邻面重叠,在折叠前后要对网格进行一致
性检查[10].在处理这个问题时,文献[8,9]的方法虽然有效,但却大量增加了个别顶点的度数,降低了网格的正则
性,这将影响下一步以简化后的网格为基网格进行拟合而得到的曲面的质量.为了优化简化后的网格,在保持网
格的几何拓扑特征的前提下,本文采用了边分裂和边交换[4].当共享边的两个三角形接近与共面时,才使用边交
换.需要注意的是,边分裂和边交换也只能避免一部分正则性较差的顶点;而对于简化出现的狭长三角形,根据
最小内角最大原则重新调整狭长三角形. 

4   细分深度估计与自适应细分 

为了拟合出最终的细分曲面,本文以简化后的三角网格为基网格,对原始网格进行重新采样.在采样时,为
了采样足够多的顶点并避免误采样,通常都对简化后的模型进行细分[8,9,12,21].文献[8,9]根据经验对简化后的网
格进行 1~2 次的插值中点细分,然后从中求取最近距离点.该方法的最大不足是容易导致初始网格的控制点在
切线方向上发生偏移,网格的正则性变差;而且,当原始网格较粗糙时将发生误采样[12],从而导致生成的曲面光
顺度降低.文献[12,22]采用的方法是,首先估计简化优化后网格的各个顶点的法向,然后沿着法向引直线与原始
网格求交,所得交点即为采样点.这些方法共同的不足之处是,为了获得更多的采样点,对简化优化的网格采用
的细分都是全局细分,或者称为均匀细分,而且对模型进行细分的次数也是凭借实验值而定.为此,本文首先根
据给定的误差估计出需要对模型细分的次数,也就是细分的深度,然后再对模型进行均匀细分或者自适应局部
细分,进而在此基础上采样拟合点. 

4.1   细分深度估计 

在对模型细分的过程中,根据用户给定的误差事先知道对模型细分的最少次数,在网格生成、网格布尔操
作及数控加工等领域都是很有意义的[23,24].对 Loop 细分模式的细分深度估计,本文采用文献[23,25]中的方法. 
Stam[7,26]证明了细分曲面上的任意点都可以用参数表达式表示,并给出任意参数点位置的表达式.对于 Loop 细
分曲面来说,一个三角面片是由该三角形的 1-邻域上的三角形及其本身所定义的[26], 
 s(u,w)=CTb(u,w), (u,w)∈Ω (7) 
其中:Ω为单位三角域,Ω={(u,w)|u∈[0,1],w∈[0,1−u]};b(u,w)是每个控制点的基函数所对应的向量;CT为该三角形

及其 1-邻域上的三角形的所有控制点排列组成的矩阵.同时,随着对模型细分深度的增加,网格的每个三角面片
最后都将收敛于细分曲面上各自对应的曲面片.因此,某个三角面片 f与其对应的极限曲面片 s之间的最大距离
可以用下式表示: 
 ||),(),(||max

),(
wuswuf

wuf −=
∈Ω

ξ  (8) 

同时,当ξf 达到最大值时,三角形顶点与其对应的极限点位置之间的距离也达到最大,因此,可用控制网格上 
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的顶点与其对应的极限位置之间的最大距离ϑmax来估计ξf

[23].而第 n层的 是这样定义的: n
maxϑ
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其中:vi 为第 n 层网格的顶点之一;V 为细分网格当前层的所有顶点集合; ∞
iv 为 vi 对应的极限位置,其计算方   

式为[2] 
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同理,容易得到处于第 n+1层的 , 1
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同时,又因为同一层上的奇点比偶点到各自对应的极限位置距离小得多[23,24],因此,将 Loop 细分模式中偶
点产生的计算方式代入式(12),可得: 
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又从β的定义易得: 
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显然, 0
8
5
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 − βk ,从而结合递归性及式(13)可得: 
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这样,对于给定的误差ε,就可以利用式(15)估计出达到这个误差值的最小细分次数,也就是深度 n, 

设 εϑβ <






 − 0
max8

5 n

k ,解该不等式可得出: 

 n≥logρσ (16) 

其中, ./,
8
5 0
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εϑσβρ =
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4.2   自适应细分与采样 

如前所述,文献[8,9,12]在对简化之后的网格进行细分时,采用的都是全局细分.而事实上,如果这样,则一方
面网格的面片数又将迅速增长,比如对模型 Loop细分一次之后,网格的面片数将是上一层面片数的 4倍,如果再
进行一次均匀细分,则将是简化之后面片数的 16 倍,这样,前一个阶段网格简化的作用就没有完全发挥出来;另
一方面,其实在对模型进行全局细分到一定层次以后,网格模型上有些区域的细节层次已满足采样要求,而有些
区域还没有达到.这时,就没有必要采用全局细分了,只须对还没有满足要求的区域进行细分就可以了;再者,本
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来就只需对基网格感兴趣的网格区域(比如细节层次较差的区域)进行细分,况且,即使对一块相对平坦(接近平
面)的区域再细分也不会起到细分作用了(这种情况在机械零件模型中尤为常见).在这些情况下,都没有必要再
进行全局均匀细分了.如果再均匀细分下去,除了导致面片数的迅速增长以外,还将影响模型的后续操作.为此,
一种解决办法是在细分某一层时,根据实际需要,通过控制误差,在满足精度范围之内确定哪些区域(比如曲率
相对较高的区域)参与下一层细分,哪些区域不参与.这样,既可以达到利用细分来获得网格区域的更多细节的
目的,又达到尽可能以相对较少的面片逼近理想曲面的目的,这就是自适应细分[27−30]. 

在自适应细分的过程中采取的阈值准则有基于二面角的[30],即一个三角形是否参与下层细分取决于该三
角形与其相邻三角形的夹角.如果夹角在给定的阈值之内则参与,反之则不参与.文献[30]也提供了一种基于分
水岭分割的自适应方法:首先根据每个顶点的曲率大小不同,利用分水岭分割的方法把网格分成不同区域,然后
再对指定的区域进行细分.本文把阈值准则的确立分成两类:一类是基于网格顶点所具有的各种属性,如曲率、
颜色等;另一类是基于面所具有的各种属性,比如二面角、法向量、颜色、材质等.本文采用的自适应阈值准则
是利用细分网格上顶点的距离属性.在细分的过程中,随着细分次数的增多,初始网格上的顶点与其在细分极限
曲面上对应的顶点位置之间的距离在逐渐减小.值得注意的是,初始网格上的每个顶点与其对应的极限位置之
间的距离是不相同的,如图 3(a)上图的距离云彩图所示.因此,如果网格上某个三角形的 3 个顶点与各自对应的
极限点之间的距离都在给定的误差阈值内,那么,这个三角形就可以不参与下层的细分;或者也可以利用文献
[30]中提出的分水岭分割思想,根据每个顶点与其对应的极限位置之间距离的不同对整个模型进行分割,如图
3(a)下图所示.于是,当某些区域不在给定的误差范围内时,就可以只对这些区域进行局部细分;或者只是某部分
区域需要更多的细节特征而模型的其他区域不需要,那么,就可以只细分这部分区域.不过,此方法在算法实现
上比前者复杂,且运算时间相对较长.这些自适应细分都可以有效地避免均匀细分带来的数据量过大等问题. 

 
 
 
 
 
 
 

(a) (b) (c) (d) (e) 

Fig.3  Results of adaptive subdivision on Bunny and David 
图 3  模型 Bunny和 David的自适应细分结果 

在自适应细分的过程中,如果一个三角形被标记为不参与下层细分,而其邻面要参与下层细分,这时就会产
生裂缝.对于裂缝问题,一种方法是通过把三角形标记为红绿三角形来解决[31].如果三角形只有一条边会产生裂
缝,则把三角形一分为二;如果有两条边或者 3条边会产生裂缝,则把三角形一分为四.与该方法类似的另一种方
法是文献[30]的方法,即如果三角形只有一个邻面被标记为不参与下层细分,则不在共享边上插入新点;如果三
角形仅有两个邻面被标识为不参与下层细分,则在另一个参与细分的邻面的共享边上插入新点;如果一个三角
形的 3个邻面都被标识为不参与下次细分,则此三角形的所有边上都不插入新点. 

在本文的细分曲面拟合框架中,作为一种选择,除了给出前述的以顶点距离误差为阈值准则的自适应细分
之外,也提供了以高斯曲率为阈值准则和文献[30]中的二面角方法的自适应细分算法.如图 3(b)所示为对兔子模
型进行深度为 1 的顶点距离误差法的自适应细分(相对较小、细密的三角形为参与细分的三角形,而相对较大
的三角形则没有参与);如图 3(c)所示为在图 3(b)的基础上再进行一次自适应细分.这里,深度的确定根据给定的
精度可以通过第 4.1 节中的式(16)计算得出;如图 3(e)所示为对初始模型图 3(d)进行深度为 1 的以高斯曲率为
阈值准则的自适应细分.显然,在需要细节层次较丰富的网格区域,如眼睛、头发和嘴唇等区域都得到了细分;相
反,在脸部和脖子等本来已相对平坦,同时也不需要非常丰富的细节的区域都没有得到细分.这样,既达到了对
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模型进行细分的目的,又避免了出现文献[8,9,12]中数据量过大的局面,有利于模型的后续处理. 

在采样时,关于网格任意顶点 v 的法向如何估计,文献[8,9,12]并没有具体说明.可以通过计算顶点 v 的两个 
切向量 ,然后求两个切向量的叉乘21, tt

vv
21 tt
vv

× 来得到该顶点的法向量 t
v

.Loop 细分网格顶点的两个切向量可以 

通过下式来计算[2,4,13]: 
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其中,vj为顶点 v的 1-邻域上的顶点.对边界顶点的计算可参考文献[2,4,13],在具体采样时,沿着顶点 v的法向引
直线与原始网格的交点即可得到.如果交点在三角形的内部,则这个点为候选顶点;如果交点不在三角形内部,
则顶点 v 到原始网格三角形的最近点为候选点,最终离顶点 v 最近的顶点即为采样点.在采样的过程中,为了保
持尖锐特征,折痕点的最近点从折痕边上取[8,9,12]. 

5   实验结果与分析讨论 

5.1   拟合方程的建立 

设采样得到的控制网格为Π1,通过拟合采样控制网格得到的网格为Π2,而对Π2 进行细分得到的网格 是

与简化优化后的控制网格拓扑保持一致的.同样,为了便于描述,设网格Π

1
2Π

1,Π2和 上各自顶点构成的向量分别

为 X

1
2Π

1,X2和 ,细分网格 上各自顶点在细分极限曲面上的位置构成的向量表示为 ,细分曲面中奇点和偶 1
2Χ

1
2Π ∞

2Χ

点的产生方式及其计算方式可以是用旧顶点的线性组合表示新点,因此,可以用细分矩阵M2表示它们之间的关 

系: =M1
2Χ 2X2

[2,12,13].另一方面,也存在细分矩阵 M,使得 .而我们最终希望细分网格 上各自顶点在 1
22 ΜΧΧ =∞ 1

2Π

细分极限曲面上的位置与采样得到的顶点位置之间的误差能够达到最小.因此,通过最小二乘法求解下式,即可
得到细分拟合曲面的控制网格Π2. 
 MM2X2=X1 (18) 

5.2   实验结果与讨论 

我们利用 Visual C++6.0 和 OpenGL 图形库实现了本文所给出的细分曲面拟合算法,而且将其集成到我们
开发的 3M系统原型中并应用到实际工程中.本文所给出结果的运行环境是 Windows XP,P4-1.8GHz,256MB内
存,64M 显存的 Geforec4MX440 显示卡.我们对大量常见的 3D 模型及实际中由三维散乱点云重建得到的曲面
模型进行了实验.限于篇幅,本文只给出部分模型的实验结果.在求极限细分曲面时,针对各种具体模型和给定
的精度,对控制网格细分的深度是根据上文的深度估计公式确定的,而不是像文献[8,9,12]那样统一对控制网格
进行 2次或 3次均匀细分得到的. 

如图 4 所示的结果为对图 4(a)的石膏男孩头像进行细分曲面拟合的结果.由于测量等其他物理因素,由三
维点云重建出的分段线性曲面片带有较大的噪声,如图 4(b)所示.如图 4(c)所示为利用本文改进的 Fleishman噪
声去除方法进行 3 次迭代后的结果.同时,为了与文献[8,12]中的方法作比较,我们以这个阶段的结果(也就是噪
声去除之后的模型)为共同的初始密集三角网格模型.这时,模型的顶点数为 183 956,面片数为 367 293.如图 4(d)
所示为最终拟合得到的细分极限曲面.由图可见,模型的尖锐特征在整个拟合过程中都一直被保持着.拟合得到
模型的顶点数为 35 938,面片数为 71 654,而文献[8,9]得到的顶点数和面片数分别为 55 919和 111 550.显然,本
文的方法所能节省的模型数据量是可观的;文献[8,9]的压缩比是 69.63%,而本文是 80.5%.当模型更大时,压缩比
的差距将会更加明显.这也是本文的方法较之以前的方法的一个突出优势.而模型的数据大小在实际中是很重
要的,因为它将影响模型的后续处理,如传输、存储、模型处理速度及加工路径规划等.数据量的减少是由于本
文采用了自适应局部细分,文献[8,12]采用的都是全局均匀细分,然而,这种方式有时候并非必要.如图 4 所示,男
孩模型的胸部及背面等本来都已是相对较平坦的曲面,这时再对模型进行均匀细分只会增加模型的数据量,并
不会对这些区域起到明显的光顺作用 ,同时也会增加下一阶段的采样数据量并增大拟合方程建立的规模 .   
图 4(e)和图 4(f)分别是本文的方法和文献[8,9]中的方法最终拟合得到的细分极限曲面的平均曲率流云彩图.其
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(a) (b) (c) (d) (e) (f) 

(a) (c) (d) (b)

(g) (h) (f) (e) 

中,平均曲率的计算方法采用的是 Desbrun 提出的方法[18].我们将采用文献[8,9]的方法拟合得到的结果进行局
部放大,并与本文的方法进行比较,如图 4(h)和图 4(g)所示.其中,图 4(h)为文献[8,9]的结果,图 4(f)是本文的结果.
从图 4(f)和图 4(g)的比较可看出,在男孩模型的鼻梁和眼睛周围这些细节之处,采作文献[8,9]的方法拟合得到的
曲面有明显皱褶,光顺度不好;相反,这种情况并未出现在用本文的方法拟合得到的曲面上. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.4  Results of our subdivision surface fitting method (top row) and comparisons 
between our method and the method in Ref.[8,9] (bottom row) 

图 4  本文的细分曲面拟合结果(上列)及文献[8,9]的方法与本文方法的比较(下列) 

如图 5 所示为对常见机械零件 Mechpart 模型细分曲面的拟合结果.图 5(a)为初始密集三角网格模型,顶点
数和面片数分别为 11 452和 22 912;图 5(b)是在保持尖锐特征的情况下对图 5(a)的简化结果;图 5(c)是采用本文
的系统拟合得到的 Loop 细分极限曲面;图 5(d)、图 5(e)和图 5(f)分别为采用文献[8,9,12]及本文的方法获得的
极限细分曲面对模型内腔的局部放大比较图.由于文献[12]引入了网格优化技术,因此,得到的曲面质量(图 5(e))
比文献[8,9]的结果(图 5(d))有了提高,但在模型的数据量方面却没有得到改善.而本文又引入了局部自适应细
分,在模型的曲面质量及细节特征保持方面得到进一步的提高,如图 5(f)所示.同时,模型的数据压缩比也得到相
应的提高,这从表 1的数据比较中可以得出. 

 
 
 
 
 
 

Fig.5  Results and comparisons of our fitting method between the methods 
in Ref.[8,12] on the Mechpart model 

图 5  本文的拟合方法与文献[8,12]的拟合方法对模型 Mechpart的拟合结果与比较 

表 1 所给出的数据为采用类似于文献[32]所提供的 MESH(measuring error between surfaces using the 
Hausdorff distance)工具对拟合得到的细分极限曲面与原网格进行误差分析的结果,主要是以常用于衡量两个
点集之间相似度的Hausdorff距离作为误差分析的基础.由表 1可以看出,由于在细分曲面的拟合过程中,针对具
体的模型及用户的不同需求,本文采用不同阈值准则的自适应局部细分,或者是与均匀细分相结合,并且根据给
定的误差对细分深度进行事先估计,所以,不仅得到的曲面质量有了更进一步的提高,而且在误差和模型的压缩
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比方面也都有了较明显的提高. 

Table 1  Comparisons of our method and the methods in Ref.[8,12] 
on some parameters for models in Fig.4 and Fig.5 

表 1  本文的方法与文献[8,12]的方法关于图 4和图 5模型的相关参数比较 
Model Methods Vertices Faces Ratio (%) Min Max Mean RMS 

Ref.[8,9] 55 919 111 550 60.63 0.0 0.094 03 0.027 77 0.015 79 Fig.4 Our method 35 938 71 654 80.50 0.0 0.024 33 0.002 11 0.001 62 
Ref.[12] 3 164 6 336 72.64 0.0 0.032 53 0.002 86 0.001 47 Fig.5 Our method 1 596 3 200 86.03 0.0 0.003 08 0.000 97 0.000 15 

Note: Min, max, mean and RMS mean minimum error, maximum error, mean error and root mean 
 square error respectively. 

6   结束语 

本文讨论了一个从带噪声的海量三角形拟合出连续光滑细分曲面或分段光滑细分曲面的系统.为了去除
初始模型所带来的噪声,本文改进了 Fleishman的基于图像的双边滤波器思想的噪声去除方法,从而使得该方法
在能够以较少的迭代次数获得较好的光顺去噪曲面质量的同时,保持了初始模型所具有的细分特征.同时,为了
避免以往在细分曲面拟合过程中根据经验值或模型曲面质量的视觉效果确定细分深度的问题,系统引入了细
分深度估计,因此,进一步减少了拟合过程中的人为干涉因素并提高了拟合的自动化程度.另一方面,本文系统
地给出了自适应细分方法,使得拟合得到的曲面质量在模型的细节层次方面较之以往的方法有了显著提高,也
大幅度减少了最终模型的数据量,有利于模型的后续操作.虽然本文的系统是基于 Loop 细分模式,但也可以将 

本文的方法扩展到其他静态细分模式中,如 3 细分模式等.由于细分造型技术具有诸多优点,我们下一步将对 
细分曲面在工业制造领域中的应用作进一步的研究. 
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