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Abstract: In most fingerprint classification and identification algorithms, extracting the number and precise 
location of singular points (core and delta) is of great importance. In this paper, an adaptive algorithm for singular 
points detection is proposed, which is based on the behavior of Gaussian-Hermite moments. In order to detect 
singular point accurately, the distribution of Gaussian-Hermite moments of different orders of the fingerprint image 
in multiple scales is used. A PCA-based (principal component analysis) method is used to analyze the distribution 
of Gaussian-Hermite of fingerprint image. Experimental results show that the proposed algorithm is able to locate 
singular points in fingerprint with high accuracy. 
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摘  要: 在指纹分类和识别算法中,提取的奇异点(core 点和 delta 点)数目和奇异点的准确位置是非常重要的.
介绍了一种基于 Gaussian-Hermite矩分布属性的自适应指纹奇异点定位方法,为了准确地确定奇异点,用到了指
纹图像在多种尺度下的不同阶Gaussian-Hermite矩分布,并用一种基于主分量分析(principal component analysis,
简称 PCA)的方法分析指纹图像的 Gaussian-Hermite矩分布.实验结果表明,该算法能够准确地确定奇异点位置. 
关键词: 指纹;奇异点;Gaussian-Hermite矩;一致性;多尺度 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

近年来,指纹被广泛用于个人身份识别上,很多指纹分类和识别算法都是建立在提取的指纹奇异点上.所
以,准确、可靠地检测奇异点的位置,对于自动指纹识别系统有着重要的意义. 

指纹图像是由脊线和谷线组成的方向纹理模式.奇异点是指纹最重要的全局特征,奇异点的数目和准确位
置常被用来对指纹进行分类和标注.奇异点被定义为脊线曲率最高的点,在有奇异点的地方,脊线方向变化迅
速[1,2].图１是一对典型的 core点和 delta点. 

有很多文献介绍了确定奇异点的方法.这些方法有:基于神经网络的方法 [3]、基于方向场局部能量的方

法[4]、基于方向场两相邻区域的正弦值比率的方法[5]、基于计算 Poincare index的方法[1,6−10]等.在这些方法中,
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基于 Poincare index的方法被广泛地用来提取奇异点,Poincare index是通过计算围绕一个点的逆时针封闭曲线
上的方向改变累积量来获得,对于 core 点和 delta 点而言,其 Poincare index的取值分别为 1/2,−1/2而对于一个
普通点来说,其 Poincare index的取值为 0.虽然 Poincare index提供
了一种提取奇异点的手段,但如何有效地计算方向改变累积量归
结到如何选择一个最佳大小和最佳形状的封闭曲线,一条较短的
曲线会导致伪奇异点,而一条较长的曲线则可能会丢失真实的奇
异点.此外,用这种方法并不能准确地确定奇异点的位置. 

Core
Delta

在文献[11]中,复数滤波器被用于多分辨方向场中来提取奇异
点,尽管这种方法可用来较精确地确定奇异点位置,但当一个 core
点和一个 delta点很靠近时,这种方法并不能区分它们.另外,在这种
方法中提取奇异点的门限值也不容易确定. 

Fig.1  Singular points in a fingerprint 
图 1  指纹中的奇异点 

针对前面文献中存在的问题,本文提出了一种基于 Gaussian-Hermite 矩分布属性的指纹奇异点定位方法,
为了准确地确定奇异点,我们用到了指纹图像在多种尺度下的不同阶 Gaussian-Hermite 矩分布,一种基于主分
量分析(principal component analysis,简称 PCA)的方法被用来分析指纹图像的 Gaussian-Hermite矩分布.我们的
算法能够较精确地确定出奇异点的位置. 

本文第 1节介绍 Gaussian-Hermite矩.第 2节分析指纹图像中的 Gaussian-Hermite矩分布属性.第 3节给出
基于 Gaussian-Hermite矩分布的奇异点定位方法.第 4节给出一些实验结果和与其他方法的比较结果.第 5节是
结论. 

1   Gaussian-Hermite矩(Gaussian-Hermite moments) 

矩(如几何矩和正交矩)被广泛用于模式识别、图像处理、计算机视角和多决策分析中.在带有噪声的图像
中,平滑正交矩被用来更好地表示图像特征.不像通常所用的几何矩,正交矩用正交多项式或更复杂的正交函数
作为其变化核,关于对不同矩的详细描述可以在文献[12]中找到. 

给定一个高斯平滑函数 ),( σxg : 
).2/exp()π2(),( 222/12 σσσ xxg −= −  

信号 S(x)的 n阶平滑 Gaussian-Hermite矩被定义为 
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类似地,二维图像的(p,q)阶 Gaussian-Hermite矩可以定义为 
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这里, ),,( σvtG 是二维高斯函数,其中 )/,/(, σσ vtH qp 被称为二维(p,q)阶 Hermite多项式: 

)/()/()/,/(, σσσσ vHtHvtH qpqp = . 

显然,二维(p,q)阶 Gaussian-Hermite矩可分离为一维矩来计算. 
此外,为了表示 Gaussian-Hermite矩的强度,Gaussian-Hermite矩能量被定义如下[13]: 

  (3) ( 2
,, ),(,,(),( yxIyxMyxE qpqp = )

在文献[12]中,Shen 仔细分析了 n 阶 Hermite 多项式.他指出:Hn(x)有 n 个不同实根,因此,Gaussian-Hermite
基函数 )/(),( σσ xHxg n 也将有 n个不同的实根.所以,用不同阶的Gaussian-Hermite矩可以有效地分解基于不同

模式的图像特征.图 2表示了 Gaussian-Hermite矩基函数的空间属性. 
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1D Gaussian-Hermite moment 
base function, order 0 to 3 

Order: (5,0) Order: (3,0)

Order: (2,2) Order: (0,1)

2D Gaussian-Hermite moment 
base function 

Fig.2  Spatial behavior of Gaussian-Hermite moments base functions 
图 2  Gaussian-Hermite矩基函数的空间属性 

从图 2 我们可以看出,随着 Gaussian-Hermite 矩基函数阶数的增加,Gaussian-Hermite 矩基函数在空域中的
振动次数也随之增加,这意味着较高阶的 Gaussian-Hermite 矩在频域中将包括更高的频率.从频谱分析的角度
来看,Gaussian-Hermite矩可以有效地分辨不同频带的信号特征,也就是说,不同阶的 Gaussian-Hermite矩核可以
用来刻画不同的空间模式.图 3显示了 Gaussian-Hermite矩基函数的频域特性. 

 

Fourier transform amplitude of 
1D Gaussian-Hermite moment 
base fnction, order 0 to 3 

Order: (0,1) Order: (2,2) 

Order: (3,0) Order: (5,0) 

Fourier transform amplitude of 2D 
Gaussian-Hermite moment base function 

Fig.3  Frequency domain behavior of Gaussian-Hermite moments base functions 
图 3  Gaussian-Hermite矩基函数的频域属性 

事实上,Gaussian-Hermite 矩是高斯滤波器不同阶微分的线性组合对信号滤波的结果,由于在模式识别中,
微分被广泛用来进行图像表示,而指纹图像是由脊线和谷线交替组成的方向纹理模式,指纹的奇异点可以看成
是不同的模型.这就是我们之所以用 Gaussian-Hermite矩能更好地提取指纹奇异点的原因. 

由于在指纹图像中,脊线宽度一般是 3~12个像素点,也就是说脊线的主要频率在 0.08~0.4之间,由图 3可以
看出,用不大于 3 阶的 Gaussian-Hermite 矩就可以刻画指纹图像的主要特征.此外,由于在偶阶矩中有一个低通
滤波项(如图 3左下图所示),其对指纹图像的描述不是很理想.所以,我们在选择矩的阶数时,不能全取成偶数,通
过实验我们选择了 4 个矩来刻画指纹图像的特征,这 4 个矩的阶分别为(1,0),(0,1),(3,0)和(0,3),其中,(1,0)和(3,0)
阶矩主要用于刻画特征的水平分量,而(0,1)和(0,3)阶矩则用于刻画特征的竖直分量,在下一节中,我们将讨论如
何用这些矩来描述指纹图像的特征. 

2   指纹图像中的 Gaussian-Hermite矩分布属性 

在指纹图像的一个局部区域,指纹可以看成是一个脊线和谷线近似平行的结构,因此在一个局部指纹区域,
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方向一致性高;指纹区域或一个奇异点区域,方向一致性低.上一节我们已经分析了可以用不大于 3 阶的 4 个矩
来描述指纹图像的特征,我们取 4个不同阶的 Gaussian-Hermite矩作如下定义: 

  (4) 
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这里,λ(0<λ<1)是不同阶的 Gaussian-Hermite 矩的联合权重系数.这样,对指纹图像的每一个点(x,y),我们都
可以通过式(4)获得一个特征矢量[Mu,Mv]T.图 4展示了指纹图像不同区域的[Mu,Mv]T分布,其中(a)为一般指纹区
域,(b)为奇异点区域,(c)为背景区域. 

Mv Mv

MuMu

(a) (b) (c) 

Mu 

Mv

Fig.4  Distribution of [Mu,Mv]T in different areas of fingerprint image (Size of window is 32×32) 
图 4  指纹图像不同区域的[Mu,Mv]T分布(窗口大小为 32×32) 

如图 4 所示,在一个指纹区域,[Mu,Mv]T是沿着垂直于脊方向分布的,而在一个奇异点区域,[Mu,Mv]T则均匀

分布在各个方向上.因此,用[Mu,Mv]T的这种分布属性,能够准确地确定奇异点及其位置. 
我们用主分量分析方法来分析[Mu,Mv]T的分布属性,[Mu,Mv]T的协方差矩阵 CM由下式给出: 
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设λ1,λ2是协方差矩阵 CM的两个特征值,它们确定了二维联合概率密度函数的椭圆等值线的长半轴和短半
轴.当λ1>>λ 2时,[Mu,Mv]T的分布主要是沿着长轴方向分布,也即沿着垂直于脊线的方向分布,而在一个噪声区域
或一个奇异点区域,λ1和λ2的值很接近.因此,我们定义[Mu,Mv]T的分布一致性 coherence如下: 
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图 5(c)是指纹图像图 5(a)经背景分割后求出的 coherence图像(作为灰度图显示,白的表示值为 1,黑的表示
值为 0). 

3. Noisy area 

3
11

3

2
(c) Coherence (shown as

greyscale image) 

2
(b) Segmentation 

1. Ordinary area

(a) Fingerprint 
image 

2. Singular 
point area 

Fig.5  Images function of coherence in different area of fingerprint 
图 5  指纹图像各区域 coherence的空间结构 
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我们对指纹图像各区域的 coherence值作如下分析: 
(1) 一般指纹区域:由于指纹的脊线是沿着某一个方向近似平行地分布,因而[Mu,Mv]T基本上是沿着垂直于

脊的方向分布,从而协方差矩阵 CM的一个特征值λ1远远大于另一个特征值λ2,由式(6)可知,coherence值都较大. 
(2) 奇异点区域:由于奇异点是脊线弯曲最大处的点或几个脊线方向汇聚的点,不论在该点处窗口取多

大,[Mu,Mv]T 都不是沿某一方向分布,因而协方差矩阵 CM 的两个特征值的差值λ1−λ2 较小,所以奇异点处的
coherence 值很小.而随着距奇异点的距离的增加,由于方向一致性越来越明显,对应的值也逐渐增大.因此,奇异
点区域的 coherence 的三维表示形如一个倒置的圆锥面(如图 5(c)右下所示),顶点处即是奇异点的位置,也就是
说,奇异点处的值明显比周围点的值都低,其构成了一个明显的局部最小值. 

(3) 噪声区域:对于较大的噪声区域,不论取较小窗口还是较大窗口计算,由于[Mu,Mv]T 基本上是均匀分布

在各个方向上,所以整个区域的 coherence 值都很小,因而对每一个点而言,其 coherence 值与周围点的值相差都
很小,从而不能构成一个明显的局部最小值.而对于较小的噪声区域,当计算窗口取较大时,得到的 coherence 值
明显增大,同样也不能构成一个明显的局部最小值. 

从上面分析,用 Gaussian-Hermite 矩分布的一致性可以较好地确定奇异点.下一节,我们将对提取奇异点的
算法作具体描述. 

3   算法描述 

3.1   指纹图像的背景分割 

指纹图像背景分割的目的是避免在背景区域中提取错误的奇异点.由于指纹是由明暗相间的脊线和谷线
组成的纹理结构,因此,在指纹区域,图像的灰度变化激烈,对应的 Gaussian-Hermite 矩能量很高,而在背景区域,
灰度变化平缓,对应的Gaussian-Hermite矩能量很低.在文献[13]中,我们给出了一种基于矩能量的指纹图像分割
算法,图 5(b)显示了由矩能量分割图 5(a)的结果,指纹图像的背景和前景被很好地分割. 

3.2   奇异点的确定 

3.2.1   多尺度的 coherence 
在计算 coherence的式(6)中,窗口大小将影响 coherence的值.一方面,用较大的窗口可降低噪声的影响,但当

两个奇异点相距很近时,容易丢失一个奇异点;另一方面,较小的窗口对噪声敏感.因此,用多尺度的 coherence 提
取奇异点比用单尺度的更加鲁棒和准确.我们的提取奇异点算法是从较大尺度开始,在较小尺度精化,较大尺度
的结果指导较小尺度中的奇异点提取.在我们的算法中,用到了 3种尺度的 coherence表示(记为 c1,c2,c3),这 3种
尺度选用的窗口大小分别是 64×64,32×32及 16×16.图 6显示了这些尺度的 ck(k=1,2,3). 

   
(a) c1 (b) c2 (c) c3 

Fig.6  Coherence for three scales (ck, k=1,2,3) 
图6  3种尺度下的coherence(ck, k=1,2,3) 

3.2.2   奇异点的精确定位 
为了找到可能的奇异点位置,c1 的局部最小值被提取,奇异点更准确的位置是在较小尺度层中搜索,较低层

中的搜索被限制在较高层中得到的以局部最小值为中心的窗口中进行.我们算法的主要步骤如下: 
(i) 在c1搜索局部最小值,如果c1(xi,yi)是局部最小值,它的位置P1i(xi,yi)被记下;如果没有局部最小值,则没有
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奇异点存在,结束搜索过程. 

(ii) c2局部最小值的搜索被限制在以P1i(xi,yi)为中心、大小为(2l1+1)×(2l1+1)的窗口中进行,如果c2(xi,yi)是局
部最小值 ,它的位置P2i(xi,yi)被记下;如果在这个窗口中无局部最小值 ,则奇异点位置以P1i(xi,yi)位置
标记. 

(iii) 在c3中,搜索是在以P2i(xi,yi)为中心、大小为(2l2+1)×(2l2+1)的窗口中进行的.在这个窗口中,如果c3(xi,yi)
是局部最小值,则奇异点位置以c3(xi,yi)的位置标记;否则,奇异点位置以P2i(xi,yi)的位置标记.搜索窗口
的大小是通过实验得到的经验数据,在我们的算法中,l1,l2分别取10和5. 

图 7是搜索奇异点的示意图.在图 7(a)~(c)中,白点表示局部最小值;在图 7(d)中,白点表示奇异点. 

P12 

P11 P21 

P22 

(b) c2 (c) c3 (d) Singular points (a) c1 

Fig.7  The flow diagram for searching singular points 
图 7  奇异点搜索流程图 

4   实验结果 

在这一节中,我们介绍一些实验结果及与其他算法的比较.为了有效地验证我们的算法,我们将算法在国际
通用的指纹标准库NIST-4中进行测试.我们在NIST-4指纹库中随机选择了 500个指纹,由于指纹奇异点的实际
位置不知道,我们对每个指纹进行人工标注奇异点位置,然后再将算法确定的奇异点位置与人工标注的奇异点
位置进行比较,若二者在一个 5×5的窗口中,则认为奇异点被正确确定,否则认为奇异点是错误的.图 8是我们的
算法在 3个指纹上的实验结果,指纹中所有的奇异点位置都被准确确定(白点表示提取到的奇异点). 

Fig.8  Results of proposed algorithm for three fingerprint images 
图 8  建议的算法对 3个指纹图像的奇异点提取结果 

从实验结果我们也看到了一些丢失奇异点和提取错误奇异点的图像,在这些图像中,一些是由于图像质量
太差,不能有效地提取奇异点,造成奇异点丢失;另一些是由于具有与奇异点相似的模型而被提取.图 9是算法失
败的两个例子.前一个是由于噪声太强,无法有效分辨出奇异点(左图);后一个是由于具有与奇异点相似的模型
而提取了一个伪奇异点(右图). 

Fig.9  Examples of missed singular point and false singular pint 
图 9  丢失奇异点及提取错误奇异点的例子 
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我们还将建议的算法与基于 Poincare index算法[1]及基于复数滤波器的算法[11]进行比较.图 10是这些算法

在 3个指纹上的实验结果(白点表示提取到的奇异点),其中,图 10(a)~(c)为建议的算法,图 10(d)~(f)为文献[11]的
算法,图 10(g)~(i)为文献[1]的算法. 

   
(a) (b) (c) 

   
(d) (e) (f) 

   
(g) (h) (i) 

Fig.10  Results of three algorithms for detecting singular points in three fingerprint images 
图10  3种不同算法提取奇异点的结果 

从实验比较结果可以看出:当指纹图像质量较好且两个奇异点不是很靠近时,3 种算法都能正确地确定奇
异点(如图 10(a),(d),(g)所示);而当奇异点比较靠近时,我们的算法仍能正确地确定奇异点(如图 10(b)所示),而文
献[11]的算法丢失了一个奇异点(如图 10(e)所示),文献[1]的算法则丢失了两个奇异点(如图 10(h)所示);在有噪
声的指纹中,文献[1]的算法还容易出现伪奇异点(如图 10(i)所示).表 1给出了 3种算法在NIST-4指纹库中的 500
个指纹的比较结果.从实验结果可以看出,建议的算法比其他两种算法有更好的结果. 

Table 1  Performance comparison of three algorithms 
表1  3种算法的结果比较 

Our algorithm Algorithm[11] Algorithm[1] NIST 4 (500 fingerprints) 
SPs (No.) SPs (%) SPs (No.) SPs (%) SPs (No.) SPs (%) 

False singular point 33 6.6 39 7.8 57 11.4 
Missed singular point 49 9.8 47 9.4 69 13.8 

Total 82 16.4 86 17.2 126 25.2 

5   结  论 

本文介绍了一种新的基于 Gaussian-Hermite 矩分布属性的指纹奇异点定位方法.首先,Gaussian-Hermite 矩
能量被用来分割指纹图像的前景和背景,从而避免了在背景上提取奇异点.其次,基于主分量分析(PCA)的方法
被用来分析指纹图像的 Gaussian-Hermite 矩分布.我们用指纹图像在多种尺度下的不同阶 Gaussian-Hermite 矩
分布一致性来提取奇异点,效果较好.在人工标注奇异点位置的实际指纹库进行的实验结果表明,我们的算法能
够准确地确定奇异点位置,这将更好地为下一步的指纹分类和指纹识别提供鲁棒的特征. 
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