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Abstract: This paper integrates the advantage of the FP-Tree algorithm for mining association rules and the 
maximum clique theory of graph. The main contributions include: (1) An improved method to mine frequent 
2-itemset by adjacency matrix is proposed. (2) The concept of maximum ordered frequent itemset is proposed, and 
the equivalence of Head Relation is proved as along with the theorems about Local Complexity and Merge 
Convergence Range. (3) The MaxCFPTree algorithm based on Maximum-clique partition is proposed and 
implemented with complexity O(n2). (4) The algorithms are validated by extensive experiments. The conflict 
between memory and huge number of items is resolved, and the system efficiency and scalability are improved. 
Key words: association rules; FP-tree; maximum clique; adjacency matrix; merge convergence 

摘  要: 融合了关联规则挖掘的 FP-Tree 算法和图论的极大团理论的优势,做了以下主要工作:(1) 提出了用邻接

矩阵的产生频繁 2-项集的改进方法;(2) 提出了极大有序频繁集的概念,证明了 Head 关系的等价性、划分定理、局

部复杂性定理和归并收敛值域定理;(3) 提出并实现了基于极大团划分的 MaxCFPTree 算法,扫描时间复杂性小于
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O(n2);(4) 做了相关实验,以验证算法的正确性.新方法缓解了项目数量巨大而内存不足的矛盾,提高了系统效率和

伸缩性. 
关键词: 关联规则;FP-Tree;极大团;邻接矩阵;归并收敛 
中图法分类号: TP311   文献标识码: A 

1   问题背景 

关联规则(association rules)的挖掘是数据挖掘研究的重要内容之一.Agrawal 等人在 1993 年首先提出了从

交易数据库中发现用户模式的相关性问题,并提出了基于频繁集的 Apriori 算法[1,2].该算法的主要优点是算法

思路比较简单,以递归统计为基础,剪切生成频繁集.其主要缺点是,在产生频繁模式的过程中,需要产生大量的

候选项和多次遍历数据库,占用大量的内存空间和 CPU 处理时间,难以适应海量数据挖掘[3,4]. 
J. Han 提出了用频繁模式树产生频繁集的方法[5,6],其主要思想是将用产生频繁集的数据压缩到一棵频繁

模式树 FP-Tree 中,用 FP-Tree 存储项目的关联信息,然后对模式树产生频繁集.FP-Tree 算法主要优点是:(1) 不
需要产生候选项,仅需要构造FP-Tree和条件 FP-Tree,通过递归地访问 FP-Tree,产生频繁模式;(2) 对事务数据库

仅需两次遍历,第 1 次遍历产生频繁 1-项集,第 2 次遍历用于创建 FP-Tree,从而极大地降低了访问数据库的次

数.FP-Tree 算法的主要缺点是需要占用大量内存(与 FP-Tree 的深度和宽度成比例).树的深度一般是单个事务

中所含项目数量的 大值;树的宽度是平均每层所含项目的数量.如果数据库中的频繁 1-项集的数量很大,且内

存不能装入库中所有项目在 FP-Tree 的映射信息时,算法将不能有效地工作. 
本文在继承 FT-Tree算法不需要产生候选项的优点的基础上,寻求一种合理的方法,将数据库的项集分解成

若干子集,分别对子集使用 FP-Tree 算法得到频繁模式.这些频繁模式的并集为数据库的所有频繁模式. 

2   本文的主要工作 

(1) 使用邻接矩阵法产生频繁 2-项集,并以频繁 2-项集中的项目作为图的顶点,把属于同一个频繁 2-项集

的两个项目对应的顶点用边相连的方法生成图.(2) 提出了极大有序频繁集的概念,证明了 Head 关系的等价

性、划分定理、局部复杂性定理和归并收敛值域定理;用极大团的方法将频繁 2-项集中的项目划分为多个子

集.(3) 在 FP-Tree 算法中融合了邻接矩阵和极大团划分的思想,提出了 MaxCFPTree 算法,其扫描的时间复杂性

为 O(n2).(4) 对算法的正确性进行了相关的实验验证,对改进前后的 FP-Tree 算法与经典 Apriori 算法进行了比

较.本文的创新点在于:融合了邻接矩阵方法、极大团的划分思想与 FP-Tree 算法,从深层性质导出新的算法,以
缓解内存不足的矛盾,达到算法在时间和空间上的平衡,改善系统的效率,提高可伸缩性. 

3   用邻接矩阵求频繁 2-项集 

本文借助于邻接矩阵研究频繁集的计数,以减少数据库的扫描次数.定义 1 描述了无向图的邻接矩阵[7]. 
定义 1(邻接矩阵). 设 G=〈V,E〉是简单无向图,其中 V={v1v2,…,v3};A=(aij)为 nn × 的矩阵,且满足 
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则称矩阵 A 为图 G 的邻接矩阵. 
我们用类似于图的邻接矩阵来记录数据库中项目的 2-项集出现的频率;用与图 G 的定义相似的方法来定

义 2-项集的邻接矩阵. 
定义 2(2-项集的邻接矩阵). 设数据库中所有项目的集合为 I={i1,i2,…,in},所有事务的集合为 T.设 A=(aij)为

满足下列条件的 nn × 的矩阵:(1) 如果 T 中有且仅有 k 个事务包含项目集{vi,vj}且 i≠j,则矩阵中的元素 aij=k;(2) 
如果 T 中有且仅有 k 个事务包含项目 vi,则矩阵中的元素 aii=k.称该矩阵是 2-项集的邻接矩阵 M. 

用矩阵来记录 2-项集和 1-项集在数据库中出现的频率.如定义 2,矩阵中的元素 aij 记录项目集{vi,vj}且 i≠j
在事务集中出现的频率,对角线的元素 aii 记录项目在事务集中出现的次数.如果矩阵元素 aij≥minsup×|D|,项目
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集为频繁 2-项集;如果对角线的元素 aii≥minsup×|D|,则项目集为频繁 1-项集. 
例 1:表 1 是某个数据库中的事务记录,表 2 是项目的邻接矩阵,表 3 是频繁 2-项集,并且算法 1 描述了求事

务数据库中的频繁 1-项集和频繁 2-项集的方法.  
Table 1  List of item in database
表 1  数据库中的项目列表 

TID List of item ID 
100 A,C,D,F,G,I 
200 A,B,C,D,F 
300 B,F,H,J 
400 B,C,J 
500 A,C,E,F 

 
Table 2  The adjacency matrix of item

表 2  项目的邻接矩阵 

Item A B C D E F G H I J
A 3 1 3 2 1 3 1 0 1 0
B 1 3 2 1 0 2 0 1 0 2
C 3 2 4 2 1 3 1 0 1 0
D 2 1 2 2 0 2 1 0 1 0
E 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0
F 3 2 3 2 1 4 1 1 1 1
G 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0
H 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1
I 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0
J 0 2 1 0 0 1 0 1 0 2

 
Table 3  Frequent sets, minsup=2/5 

表 3  频繁集,minsup=2/5 

1-Item
set 

Support 
measure 

2-Item 
set 

Support 
measure 

A 3/5 AC 3/5 
B 3/5 AD 3/5 
C 4/5 AF 2/5 
D 2/5 BC 2/5 
F 4/5 BF 2/5 
J 2/5 BJ 2/5 
  CD 3/5 
  CF 2/5 
  DF 2/5 

算法 1. MatrixF2Set(). 
输入:数据库 D, 小支持度 minsup. 
输出:频繁 1-项集和频繁 2-项集. 
符号: kt ,数据库的第 k 条事务; iv ,事务中的项; 1L ,频繁 1-项集构成的集合; 2L ,频繁 2-项集的集合; 
 iia ,矩阵对角线上的元素; ija ,矩阵 i 行 k 列上的元素. 

步骤:for all kt  do   
{ for ki tv ∈∀  do ;1+= iiii aa  

 for ki tv ∈∀ and kj tv ∈∀  and i≠j do 1+= ijij aa } 

 for 1=i  to n do { for 1=j  to n do { if aij ≥ minsup× |D| then if i=j then vi∪L1 else },{ ji vv ∪ 2L }} 
 Return L1,L2. 
当数据库项目数量过大时,内存不可能装入 2-项集的邻接矩阵,则可采用改进算法 2. 
算法 2. MatrixF2SetbyK(). 
输入:数据库 D, 小支持度 minsup,矩阵的 大行列数 k. 
输出:频繁 1-项集和频繁 2-项集. 
符号:n,数据库的项目总数;Vi,数据库项目分解的第 i 子集; iL1 ,第 i 子集产生的频繁 1-项集; 

 iL2 ,第 i 子集产生的频繁 2-项集,且 



≤≤

k
ni1 ;AcrossMatrix(),两个子集交叉产生频繁 2-项集. 

步骤:① if n<=k then Return MatrixF2Set() 

 ② else { for i=1 to 





k
n  do { if i< 





k
n  then Vi={vk(i−1)+1,vk(i−1)+2,…,vki} else Vi={vk(i−1)+1,vk(i−1)+2,…,vn} 

  for each Vi do { call MatrixF2Set(); iLL 11 U= , iLL 22 U= ;}} 

 ③ 取元素 少的两个集合 ji LL 11 和 ; call AcrossMatrix( iL1 , jL1 ,D,minsup); 

 ④  if kLL ji <=+ |||| 11  then ji LL 11 U ,goto ③ 

 ⑤                   else for all ji LL 11 ,  and ji ≠  do call AcrossMatrix( iL1 , jL1 ,D,minsup); 

     Return 21, LL  
 function AcrossMatrix( kL1 , lL1 ,D,minsup) kL1// 对应矩阵的行, lL1 对应矩阵的列 
 { for all kt  do {for kjki tvtv ∈∀∈∀ and do 1+= ijij aa } 

    for i=1 to 大行的编号 do {for j=1 to 大列的编号 do if ≥ija minsup×|D| then },{ ji vv ∪L2}} 

 Return L2. 
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上述算法需扫描数据库次数 多为
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,下文将给出证明. 

4   用极大团划分项目集 

为了方便讨论问题,本文引入有序序列来表示频繁集.下面将给出一系列定义以及性质[7,8]. 
定义 3(有序项目集 ). 设 },...,,{ 21 nuuuU = 是构成数据库事务的项目集且 },...,2,1{ nk∈ ,如果对于

kll <≤∀ 1且 ,都有 kl uu ≤ 成立,则称项目集U 为有序项目集. 
定义 4(有序频繁集). 设 },...,,{ 21 nuuuU = 为频繁集, },...,2,1{ nk∈ ,如果U 为有序项目集,则称U 为有序频

繁集. 
本文约定用有序串 nuuu ...21 表示 U. 
定义 5(极大有序频繁集). 设 },...,,{ 21 nuuuU = 为频繁集,且 IU ⊆ .(1) 对于∀ ik∈I 且 ik∉U,U∪ik 均为非频繁

集,则称U 为极大频繁集;(2) 如果U 为有序频繁集,且满足U 为极大频繁集,则称U 为极大有序频繁集. 
用 R 表示所有极大频繁有序集构成的集合. 
命题 1. 设 R 是有限项目集 I 构成的所有极大频繁集的集合, U 是频繁集,则 RW ∈∃ ,使 WU ⊆ 成立. 

证明:(反证法)设 ∃U 是频繁集,对于 RW ∈∀ ,有 WU ⊄ 成立.由假设可知 U 不是极大频繁集,由定义 5
知, Ix ∈∃ 1 ,且 Ux ∉1 ,使得 U∪{x1}是频繁集.如果 U∪{x1}是极大频繁集,则 U ⊂ (U∪{x1})∈ R,与假设矛盾,所以

U∪{x1}不是极大频繁集.因而 Ix ∈∃ 2 ,且 }{ 12 xUx U∉ ,使得 U∪{x1,x2}是频繁集,同理可知不是极大频繁集.如

此进行下去,不能找到一个元素 xn,使得 U∪{x1,x2,...,xn}是极大频繁集,则可以得到无限的项目序列 x1,x2,…, 
xn,….又因为项目集 I 为有限集,则出现矛盾.所以,总有 RW ∈∃ ,使得 WU ⊆ 成立. □ 

命题 1 表明,如果找出了数据库中所有的极大频繁集,其他频繁集就隐含在其中.下面讨论利用团划分思想

找出极大频繁集.为了利用团的性质寻找极大频繁集,下面给出形式化描述[7]. 
定义 6(极大团). 对于图 ),( EVG = , VV ⊆′∃ ,如果顶点集V ′导出的子图 ),( EVG ′′=′ 是完全图,则称 G′为图

G 中的团;如果 VvVv ′∉∈¬∃ 且 ,顶点集 }{vV U′ 的导出子图是 )},{( EvVG ′′′=′′ U 是完全图,则称 G′为图 G 中的

极大团. 
数据库的所有的有序频繁 2-项集构成集合 ),...,,( 21 nηηηΨ = ,以集合 nV ηηη UUU ...21= 作为图的顶点,以边

的集合 },|{ Ψηη ∈∈= iivuuvE 且 构造无向图,则称图 ),( EVG = 是有序频繁 2-项集的生成图. 

例 2:有序频繁 2-项集{AB,AD,AE,AF,AG,AH,AI, 
BC,BD,BH,BI,CD,DE,DF,EF,FG,GH,HI,HJ,IJ}.其二元

关系如图 1 所示. 
命题 2. 在有序频繁 2-项集的生成图中,对于任何

极大频繁 k-项集( 2≥k ),总存在一个极大团的顶点所

对应的项目集是该 k-项集的超集. 
证明:在文献[6]已证明任何频繁集的子集也是频

繁集,所以,极大频繁 k-项集的任何有序 2-项集也是频

繁 2-项集,因此由极大频繁 k-项集所含的频繁 2-项集

的生成图也一定是完全图.由定义 6 可知,任何完全图都是团;图的任何团总可能扩充成一个极大团. □ 
从命题 2 可知,如果找到有序频繁 2-项集的生成图的所有极大团,然后分别对极大团的顶点的对应项目所

构成的集合可求出极大频繁集.下面介绍求生成图的极大团的方法. 

对于非空有序频繁集 niiiI ...21= ,引入函数: 1)( iIHead = ; .,
...,...)(

1

212





=∅
== iI

iiiIiiITail nn  

定义 7(Head 关系). 设 2F 为所有的有序频繁 2-项集构成的集合,二元关系≡head,称为 Head 关系,规定为

X≡head Y,当且仅当 )()( YHeadXHead = 且 ., 2FYX ∈  

H

A

B C 

D 

E 
F 

J

G

I

Fig.1  The generated graph of frequent 2-item sets 
图 1  频繁 2-项集的生成图 
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命题 3. Head 关系为等价关系[9]. 
证明:对于 2,, FZYX ∈∀ 且 ,ZYX ≠≠  
(1) 因为 )()( XHeadXHead = ,所以 X≡head X(满足自反性). 
(2) 当 X≡head Y 时,则 )()( YHeadXHead = ,于是有 )()( XHeadYHead = ,X≡head Y(满足对称性). 
(3) 当 X≡head Y, Y≡head Z 时,则 )()()( ZHeadYHeadXHead == ,于是有 X≡head Z(满足传递性). 

综上所述,Head 关系为等价关系. □ 
由 Head 关系形成的类是等价类,如果等价类中的有频繁 2-项集 X ,且 xXHead =)( ,则该等价类中的频繁

2-项集的并集形成一个新的集合,用符号 )(xhδ 表示.为了方便讨论问题,记集合中的元素为有序串. 

例 3:由图 1 等价类形成如表 4 所示的有序集,ε表空串.将团的顶点的有序集构成集合簇记为Σ. 
定义 8(CliqueHead关系). 设Σ是团的顶点有序集构成的集合簇,二元关系 c≡ ,简称CliqueHead关系,规定为

YX c≡ ,当且仅当 )()( YHeadXHead = 且 Σ∈YX , . 

命题 4. CliqueHead 关系为等价关系. 
证明:用类似命题 3 的方法容易证明,在此略. □ 
由 CliqueHead 关系将Σ划分为多个等价类[9].当等价类中有 X 且 xXHead =)( 时,用 )(xcψ 表示等价类. 
例 4:在图 1 中形成的等价类 )(xcψ 见表 5. 

Table 4  The order string is produced by ≡head 
表 4  由≡head 形成的有序串 

)(xhδ  Set of ∪ The order string 
)(Ahδ  A,B,D,E,F,G,H,I ABDEFGHI 
)(Bhδ  B,C,D,H,I BCDHI 
)(Chδ  C,D CD 
)(Dhδ  D,E,F DEF 
)(Ehδ  E,F EF 
)(Fhδ  F,G FG 
)(Ghδ  G,H GH 
)(Hhδ  H,I,J HIJ 
)(Ihδ  I,J IJ 
)(Jhδ  ∅ ε  

Table 5  The equivalence class of maximum clique 
表 5  极大团的等价类 

)(xcψ  The equivalence class of maximum clique 
)( Acψ  ABD,ABHI,ADEF,AFG,AGH 
)(Bcψ  BCD,BHI 
)(Ccψ  CD 

(D)cψ  DEF 
)(Ecψ  EF 
)(Fcψ  FG 
)(Gcψ  GH 
)(Hcψ HIJ 
)(Icψ  IJ 
)(Jcψ  J  

下面首先探讨极大团的等价类之间的关系,然后利用团之间的关系和已知的极大团,找出其他的极大团.从
等价类的定义可知,等价类中的团的有序串的 )(XHead 值相同,为此给出如下定理: 

定理 1(划分定理). 设 x 为图的顶点,求 x 将极大团的集合划分的等价类 )(xcψ 的步骤为:(1) 求出 )(xhδ 中

的元素;(2) 对于 xyxy h ≠∧∈ )(all δ 递归求出 U
y

c y
all

)(ψ ;(3) 对于 U
y

c yZ
all

)(all ψ∈ ,分别求 }{)( xZxh UIδ ; 

(4) 如有某集合是另一个的子集,则删除该子集,直到不存在这样的子集为止,得到集合簇 )(xcψ . 
证明:第 1 步.因为极大团的集合以 x 划分的等价类 )(xcψ 中的元素应是以 x 开头的团的顶点构成有序序

列;构成这些有序序列的元素在 )(xhδ 中.又因为 )(xhδ 是以 x 开头的有序频繁集中的元素构成的集合,以 x 开头

的团顶点的有序序列中的元素不出现在 )(xhδ 的元素,就不能与 x 构成频繁集,于是证明了第 1 步. 
第 2 步.因为等价类 )(xcψ 中的有序序列的元素中的第 1 个是 x ,由前面的证明可知,第 2 个元素应该是

)(xHδ 中不等于 x 的某一个元素 y ,集合中有多少个这样的元素就有多少种可能.如果该元素作为 )(xcψ 中的某

个团的序列的第 2 个元素 ,该序列形如 ...xyX = ,则存在序列 )(yZ cψ∈ ,使得 ZyXTail ⊆= ...)( .假设

...)( yXTail = 序列中的元素不能构成团,则 ...xyX = 中的元素也不能构成团,出现矛盾,则序列 ...)( yXTail = 的

元素构成以 y 开头的团.该团一定是以 y 开头的极大团的序列的子序列.这就证明了第(2)步和第(3)步的正确

性.第(4)步只是为了去掉不是极大团的序列. □ 
例 5:如果要计算 BXHead =)( 的极大团,可以通过 ByBy h ≠∈∀ 且)(δ 中的 y ,然后用 )(ycψ 中的极大团分别

与 )(Bhδ 相交而得到.这里, =)(Bhδ {BCDHI}, =)(Ccψ {CD}, =)(Dcψ {DEF}, =)(Hcψ {HIJ}, =)(Icψ {IJ},则可
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以求得 :①  },,{}{)()( DCBBCB ch =UIψδ ;②  },{}{)()( DBBDB ch =UIψδ ;③  },,{}{)()( IHBBHB ch =UIψδ ;
④ },{}{)()( IBBIB ch =UIψδ .但②的集合是①的子集;式④求得的集合是式③求得的集合的子集,去掉式①和

式④的集合.于是得到等价类 )(Bcψ ={BCD,BHI}.定理 1 为计算频繁 2-项集的生成图的极大团提供了基本思路.

求有序频繁 2-项集生成图的极大团的算法如下: 
算法 3. MaxClique(). 
输入:有序频繁 2-项集构成数据库表. 
输出:极大团的等价类. 
步骤:(1) 对构成频繁 2-项集的项目逆序排列,且构成逆序集为 },...,,{ 11 uuu nn − ,令 i=n; 
 (2) if 0>i  then 求出 )( ih uδ 中的元素且执行步骤(3) else 返回所有极大团的序列; 
 (3) if ∅≠)( ih uδ  then 执行(4) else }{)( iic uu =ψ ,i=i−1,返回步骤(2); 

 (4) 对于 iih uyuy ≠∧∈ )(all δ ,求出 U
y

c y
all

)(ψ ; 

 (5) 对于 U
y

c yZ
all

)(all ψ∈ ,分别求 }{)( iih uZu UIδ ; 

 (6) 如果某集合是另一个集合的子集,则删除该子集,直到不存在这样的子集为止,得到的集合簇记为

)( ic uψ ; 

 (7) 令 1−= ii ,返回步骤(2). 
定理 1 保证了算法 3 的正确性,但该算法主要存在两方面的缺陷:① 当边比较密集,且某些团之间相同元素

过多时,会产生重复的频繁集,从而影响效率;② 如果划分粒度过小,扫描数据库的次数增多,对于海量数据库扫

描,时间开销则迅速上升.为了改善性能,合并相同元素较多的极大团. 

定义 9(团的相似度). 对于任意的 A 和 B 两个团,称值
BA
BA

U

I
为团 A 和团 B 的相似度.显然, 10 ≤≤

BA
BA

U

I
成

立.对于给定的 10 ≤≤α 的常量:(1) 如果有 α≥
BA
BA

U

I
,则 A 和 B 是α-相似;把 A 和 B 合并成一个团,该团为近似

极大团;(2) 如果
BA
BA

U

I
<α ,则称 A 和 B 是α-相异;(3) 如果 1=

BA
BA

U

I
,则 A 和 B 两个团相等. 

用求近似极大团算法代替算法 3,其改进算法如下: 
算法 4. NearMaxClique(). 
输入:有序频繁 2-项集的数据库表,内存能装入 FP-Tree 的 大项目数为 k. 
输出:近似极大团的等价类. 
步骤:(1) 当项目数 n≤k 时,返回项目集为近似极大团,否则进行步骤(2); 
 (2) 对构成频繁 2-项集的项目逆排序,且逆序集为 },...,,{ 11 uuu nn − ; 
 (3) 对于前 k 个元素 11,...,, +−− knnn uuu ,令 }...{)(...)()( 111 nknkncncnc uuuuu +−+−− ==== ψψψ 且 kni −= ; 
 (4) if 0>i  then 求出 )( ih uδ 中的元素且执行步骤(5) else 执行步骤(9); 

 (5) 对于 iih uyuy ≠∧∈ )(all δ ,求出 U
y

c y
all

)(ψ ; 

 (6) 对于 U
y

c yZ
all

)(all ψ∈ ,分别求 }{)( iih uZu UIδ ; 

 (7) 若某集合是另一个的子集,则删除该子集,直到不存在这样的子集为止,记剩下的集合簇为 )( ic uψ ; 

 (8) 对于给定的常量 10 ≤≤α ,当 BA和 两个团满足 α≥
BA
BA

U

I
且|A∪B|≤k 时,合并 BA和 ,i=i−1,返回步

骤(4); 
 (9) 检查所有的近似极大团,当 BA和 满足|A∪B|≤k 时,合并 BA和 ,且返回所有近似极大团的序列. 
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5   基于团的 MaxCFPTree 算法 

在融合图的邻接矩阵和极大团划分思想的基础上 ,吸收 FP-Tree 算法优势 ,给出了产生频繁项集的

MaxCFPTree 新算法如下: 
算法 5. MaxCFPTree(). 
输入:数据库 D, 小支持度 minsup. 
输出:所有的频繁项集. 
步骤:(1) 使用算法 2 产生频繁 2-项集; 
 (2) 使用算法 4 求出所有的近似极大团; 
 (3) for all maxclique do {对近似极大团的频繁 1-项集建立 FP-Tree;利用 FP-Tree 构建条件模式基; 
  利用条件模式基建立条件 FP-Tree;对此产生频繁项集 iF }[5,6] 

 (4) 返回∪Fi. 

6   MaxCFPTree 算法性能分析 

对该算法作整体上定量分析存在较大难度,因此,仅给出局部的定量分析.先给出如下定理: 
定理 2(局部复杂性定理). 设数据库中有不同项目数为 n,使用的 kk × 的邻接矩阵计数: 
(1) 当 nk ≥ 时 ,算法 2 需要扫描数据库次数为 1;(2) 当 nk < 时 ,算法 2 需扫描数据库次数 多为

2

1







+











k
n

k
n

. 

证明:(1) 根据算法 2 的步骤①,(1)显然成立. 

(2) 当 nk < 时,数据库中存在项目为 n 个;根据算法 2 的步骤②,把 n 个项目分成 





k
n

个子集,这 





k
n

个子

集需要分别使用算法 1 扫描数据库 1 次,步骤(2)共扫描 





k
n

次. 

因为步骤③取元素 少的两个集合 L1i和 L1j组成新的矩阵后,每次执行步骤③,AcrossMatrix 函数扫描数据

库一次.步骤④, 当 L1i 和 L1j 中元素个数之和不大于 k ,则将 L1i 和 L1j 合并为 L1i,矩阵个数减少 1; 
因为如果步骤③④重复 t 次,则 AcrossMatrix 函数扫描数据库 t 次,合并后矩阵个数减少 t; 

所以当进入步骤⑤时,矩阵个数为 t
k
n

−



 ;步骤⑤的 t

k
n

−





个集合分别两两组合,个数为 2

t
k
nC

−



 ,每个组合扫

描数据库 1 次,则扫描数据库 2

t
k
nC

−



 次;步骤③~⑤共扫描数据库 tC

t
k
n +

−




2 次,显然有 22





−



 <+

k
nt

k
n CtC 成立;综合上

述知,算法 2 需要扫描数据库次数 多为 2





+





k
nC

k
n ,即为

2

1







+











k
n

k
n

. □ 

算法 4 的第(8)(9)步不断合并粒度较小的团,一直合并到不能再合并为止.下面的归并收敛值域定理给出了

算法 4 在给定的相似度α 的条件下, 终产生近似极大团的数量的值域. 
定理 3(归并收敛值域定理). 设数据库的项目集V , nV =|| ,算法 4 产生的集合 pVVV ,...,, 21 是V 的覆盖,当

ji VV ,∀ 满足条件:(1) α<
||
||

ji

ji

VV
VV

U

I
;(2) kVi ≤|| , kV j ≤|| 且 kVV ji ≥|| U 时,则有下列结论成立:(1) 多存在一个

VVi ⊂ ,
2

|| kVi ≤ ;(2) 
k

np
k
n )1( α+

≤≤ . 

证明:(1) 假设存在两个 ji VV , 满足
2

|| kVi ≤ 且
2

|| kV j ≤ ,则 kVV ji ≤|| U ;与条件(2)相矛盾;则(1)成立. 
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(2) 因为集合 pVVV ,...,, 21 是V 的覆盖,则 pVVVV UUU ...21= . 

将集合 pVVV ,...,, 21 从左至右依次排列为完全二叉树 T 的叶节点 ,内部节点为运算符 U ,则序列

pVVV UUU ...21 可由中序遍历完全二叉树得到.不难证明完全二叉树的高度 h ,则 12 −≤ hp . 

从树的根节点开始将 T 分解两棵子树 21 TT 和 ,则 qVVVT UU ...211 = 和 pq VVVT UU ...212 += . 

所以 |||...||| 2121 TTVVVV p UUU == |||||| 2121 TTTT I−+= . 

又因为 2/)||||(|| 2121 TTTT +≤I ,所以 2/)||||(|...||| 2121 TTVVVV p +≥= UU . 

分别对子树 21 TT 和 作同样的分解 , 1T 的子树 1211 TT 和 , 2T 的子树 2221 TT 和 ,则 ≥−+= |||||| 121112111 TTTTT I  
2/|)|||( 1211 TT + 和 2/|)|||(|||||| 2221222122212 TTTTTTT +≥−+= I 成立. 

于是得到 2/)||||(|...||| 2121 TTVVVV p +≥= UU 4/)||||||||( 22211211 TTTT +++≥ …进行到所有子树有两个叶节

点或只有一个叶节点的子树时,停止分解.设这些子树序列分别为 21 VV U , 43 VV U ,…, pp VV U1− ,则有 

 2/)||||(|...||| 2121 TTVVVV p +≥= UU 2
12121 2/)||...|||(| −

−+++≥ h
pp VVVVVV UUU  ① 

因为 α<
||
||

ji

ji

VV
VV

U

I
,所以 )|||||(|)|(||| jijijiji VVVVVVVV IUI −+×=×< αα ,从而

α
α
+

×+<
1

)||||(|| jiji VVVV I ,于

是有 

 
α+

×+≥
1

1)||||(|| jiji VVVV U  ② 

由①②得: .
2)1(

|)|...||||(|...| 22121 −×+
×+++≥ hpp

pVVVVVV
α

UUU  

由结论(1)可知 , 多存在一个 iV 满足
2

|| kVi ≤ ,则 ij VV ≠∀ 满足 kVk
j ≤≤ ||

2
;又由条件(2)可知 , ji VV ,∀ 满足

kVV ji ≥|| U ,从而得出 1

2

21 2)1(
|...| −×+
≥ hp

kpVVV
α

UUU ;又由 nV =|| 可知 1

2

2)1( −×+
≥ h

kpn
α

,由 12 −≤ hp 可知
)1( α+

≥
kpn ;从

而推出 

 
k

n
p

)1( α+
≤  ③ 

由条件(2)可知 

 p
k
n
≤  ④ 

成立. 

综合③④,
k

np
k
n )1( α+

≤≤ 成立. □ 

定理 4. 设数据库中的项目数为 n ,邻接矩阵行列的 大值分别为 k,当内存中一次装入的项目数也为 k 时,
则算法 5 扫描数据库的时间复杂性为 O(n2). 

证明:由定理 2 和定理 3 容易得证(略). □ 
分析:MaxCFPTree 算法融合了频繁模式增长算法的优点,对 Apriori 算法的两个主要缺陷都有一定的改

善:(1) Apriori 算法的每一中间过程要产生大量的候选项,MaxCFPTree 算法吸收了 FP-Tree 算法的优点,中间过

程不需要产生候选项;(2) 克服了 Apriori 算法产生频繁模式需要多次遍历海量数据库的缺点. 
MaxCFPTree算法融入了极大团划分思想,将数据库的频繁 2-项集分解成多个子集,减少了扫描数据库的次

数,克服了 FP-Tree 算法受限于内存的缺陷.该算法时间开销主要取决于与外存的数据交换和扫描次数. 
(1) 基于极大团划分子集的方法是建立在频繁 2-项集的基础上的,使用邻接矩阵求频繁 2-项集,其时间开

销主要取决于遍历数据库所使用的邻接矩阵的次数.当数据库中项目数为 n ,邻接矩阵行列的 大值分别为 k

时,根据定理 2 可知, 多扫描数据库
2

1







+











k
n

k
n

次,就可以找出所有的频繁 2-项集. 
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(2) 算法 5 的步骤(3)改进了 FP-Tree 算法,当每个团分别扫描数据库一次就可以产生频繁模式时,步骤(3)
扫描数据库的总次数与近似极大团的数目相等 .定理 3 表明 ,取适当的 α 值 ,产生的子集个数 p 满足

k
np

k
n )1( α+

≤≤ ,则说明此阶段扫描数据库的次数 多为
k

n )1( α+ . 

(3) 将频繁 2-项集的项目划分为若干近似极大团,在内存中需要多次循环,时间的开销与频繁 2-项集的数

量以及划分的粒度有关,但相对于多次扫描百万级的数据库来讲,它不是主要因素. 
MaxCFPTree算法在不同阶段对空间的要求不同,可从如下几个阶段作定性分析:(1) 当产生频繁 2-项集时,

空间的开销主要包括两部分,一部分是构造的邻接矩阵所占用的空间,另一部分用于扫描的数据库的记录所占

用的空间,但不是本文讨论的重点;(2) 划分项目集为若干个子集,主要是用于生成图占用的空间,与频繁 2-项集

的数量成正比;(3) 在使用 FP-Tree 算法时,FP-Tree 占用的空间取决于项目子集所含项目数和事务中所含项目

平均数. 

7   实验结果分析 

该实验是对微软的 SQL SERVER 2000 系统的 Nothwind 数据库中的产品销售数据进行的模拟实验.其测试

平台和参数如下:(1) CPU 为 PⅢ600;(2) 内存为 128M;(3) 操作系统使用 Window2000;(4) 对 Nothwind 数据库

中的记录进行模拟扩充至约 10 万条左右,商品种类(即项目)扩充至 1 000 种左右.我们进行了如下实验: 

7.1   频繁集的数目与最小支持度的关系 

测试 小支持度对产生频繁集的数目的影响(不含 1-项集).在指定内存 大能装入项目数 k=200的条件下,
分别取 小支持度为 0.1,0.2,0.3,…,0.9 这 9 个不同值时的产生频繁集进行了实验.图 2 表明,频繁集的数目随着

小支持度的增加而减少.因为 小支持度越高,被淘汰的项目就越多. 

7.2   最小支持度和划分粒度与运行时间的关系 

在项目总数不变 ,内存装入 大项目数 k 分别取 k=200,k=150,k=100 的条件下 ,分别在 小支持度为

0.1,0.2,0.3,…,0.9 这 9 个取值的情况下测试了 MaxCFPTree 算法的时间开销,同时与 Apriori 算法、FT-Tree 算法

进行了比较.图 3 表明: 

(1) 系统的时间开销随着 小支持度的增加而减少.因为 小支持度越高,淘汰的项目就越多.Apriori 算法

产生的候选项将越来越少;MaxCFPTree 算法和 FT-Tree 算法产生的频繁 2-项集将越来越少,使处理频繁模式树

和扫描数据库的次数的时间开销减少. 
(2) 3 种算法的时间开销.Apriori 算法几乎对每一个候选项都要扫描数据库一次,时间开销 大;FT-Tree 算

法只需扫描数据库两次就可产生所有的频繁项集,大部分工作是在内存中进行的,时间开销 小;MaxCFPTree
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算法需要将项目划分多个子集用邻接矩阵求解频繁 2-项集,同时,将频繁 2-项集的项目划分为多个子集,扫描数

据库的次数与这两个阶段划分的子集数相同,扫描次数比 FT-Tree 算法多,但远小于 Apriori 算法.实验说明了

MaxCFPTree 算法的可行性和有效性. 
(3) MaxCFPTree 算法的时间效率.如图 3 所示,随着 k 的取值的减少,时间开销将逐渐增加.因为 k 的取值越

小,邻接矩阵和近似极大团的划分粒度越小,所得到的子集数将越多,扫描数据库的次数也将越多,反之,扫描数

据库次数则越少.k 的取值为 200,MaxCFPTree 算法和 FT-Tree 算法的曲线比较接近,主要原因是该实验选用的

项目数不是特别大,划分的子集数不是特别多. 

8   结束语 

本文在用邻接矩阵求出的频繁 2-项集的基础上,融合了极大团的划分思想与 FP-Tree 算法,同时,提出并证

明了两个有关扫描次数的局部复杂性定理和归并收敛域值定理.用分治策略解决了项目数量巨大而内存空间

不足的矛盾,从而达到时间和空间的平衡. 
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