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Abstract: The uncertainty of running time of randomized algorithms provides a better opportunity for 
asynchronized parallelization. There are many computing experiments verifying that the asynchronized 
parallelizating acceleration of randomized algorithms are linear or even superlinear. For randomized algorithm RDP 
solving for SAT (satisfiability) problem, the relation among efficiency of asynchronized parallelization, distribution 
of running time and number of processors are investigated. In this paper, a model of piecewise-linear distribution is 
applied to simulate the running time distribution of randomized algorithms. This model of distribution is a kind of 
single peak. Both theoretical analysis and computing experiment indicates that asynchronied parallelization of 
randomized algorithms are of near linear acceleration when the processors are less and the single peak is located 
near the front of running time distributions. 
Key words: randomized algorithm; asynchronic parallelization; distribution of running time; SAT problem; 

NP-complete problem 

摘  要: 随机算法的执行时间具有不确定性,这种不确定性为随机算法的异步并行提供了良好的基础,已有许

多计算实验表明了随机算法的异步并行可以达到线性甚至超线性的加速.对于求解 SAT 问题的随机算法 RDP,
研究了异步并行效率与运行时间分布和处理器数目之间的关系.应用一种单峰分布──分段线性分布模型来

模拟随机算法的运行时间分布.理论分析和计算结果均表明:当处理器数目 k 较小和单峰位于分布的前部时,随
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机算法的异步并行具有近线性加速. 
关键词: 随机算法;异步并行;运行时间分布;SAT 问题;NP 完全问题 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

并行计算和随机化方法是算法设计中的重要方法和手段,它们的结合可以实现串行确定性算法难以达到

的计算效率,在一些实际问题中得到了迄今最好的算法.例如,匹配问题(matching problem)目前尚不存在 NC 类

的确定性算法,而 Karp 等人首次构造了 NC 类的并行随机算法[1].对于像 SAT 问题一类的 NP 完全问题,并行计

算尽管不能改变最坏情形的时间复杂度,但是可以显著地增加求解问题的规模[2],并且是一些大规模实时问题

的惟一解决方案(如机器人的路径规划、机器翻译、任务调度等).随着计算机技术的发展和经济能力的提高,
并行计算和随机化方法在 NP 完全问题和 NP 难解问题中的应用会越来越普及. 

异步并行化具有易于实现、结构简单等良好特性,成为近几年的研究热点[3~11].这种方法主要是由 p 个相同

或不同的核心算法同时地独立运行,充分利用了竞争、重启和随机化方法等技术.大量的计算实验表明,随机算

法的异步并行效率与运行时间分布之间是密切相关的,究竟何种运行时间分布有利于异步并行,以及最优的异

步并行处理器数目的确定等是其中的关键问题.Luby,Hogg 和 Gomes 等人研究了对数正态分布和尾重(tailor 
heavy)分布的随机算法异步并行化[3~8],并指出,当处理器数目较小时,可以达到较高的加速比.金人超和黄文奇

在文献[10]中使用了一个非常简单的运行时间分布模型——线性分布,其理论分析指出,异步并行化可以产生

线性加速,并行效率约为 2/3,并在处理器数目较小时(k≤10)得到了实验验证. 
实际上,随机算法在求解 SAT 等问题时,其运行时间分布具有多样性和复杂性,以往的工作只研究了一些典

型的运行时间分布,并没有从整体上进行探讨.本文提出了一个分段线性分布模型,这是一种简单的单峰分布,
可以近似地模拟随机算法的各种运行时间分布.像对数正态分布和线性分布,只是随机算法运行时间分布较特

殊的情形,在分段线性模型中,它们分别对应于单峰位置位于分布的前部和起始点的情形,我们的研究推广了已

有的工作结果,不仅给出了异步并行的有效区,同时也指出了异步并行的无效区,为随机算法的异步并行提供了

理论依据和实验验证. 

1   随机算法 RDP 及其异步并行化 

本节首先描述求解 SAT 问题的随机算法 RDP,然后给出其异步并行化的方法.由于确定性算法 DPLL[12,13]

仍然是最有效的完全算法之一,所以当前许多有效的完全算法是 DPLL 算法的变种.我们在 DPLL 算法中引入

随机拆分文字策略(randomized splitting literal strategy),便产生了随机版的 DPLL 算法 RDP.随机算法 RDP 的算

法描述如下: 
Procedure RDP(formula F) 
  Begin 

1. if F is an empty formula then return Yes; 
2. if F contains an empty clause then return No; 
3. (Unit propagation) if F contains a unit clause {l} then  

          return RDP(F [l/true]); 
4. (Pure literal) if F contains a literal l but not the negation l then  

          return RDP(F [l/true]); 
5. select an unassigned literal l and an Boolean value T at random; 
6. (Splitting) if RDP(F [l/T])=Yes then return Yes; 

          else return RDP(F [l/¬ T]); 
End 

随机算法 RDP 只是在第 5 和第 6 句与 DPLL 算法不同,其他语句完全相同.随机算法 RDP 的异步并行化就
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是将 k 个随机算法 RDP 置于 k 个处理器中同时执行,如果有某个处理器求出 SAT 问题的解,则通知其他处理器

终止整个算法的执行.这种计算模式可以在单机上同时使用多个进程或重复使用单个进程来真实地模拟.有时

为了方便起见,并行算法的加速比常常与某个对应的串行算法进行比较,而不是与最快的串行算法相比较,本文

中提出的异步并行随机算法就是与随机算法 RDP 在平均运行时间的意义上进行比较的. 

2   理论分析 

随机算法 RDP 每次执行对应的搜索树都是不同的,运行时间也不同.对于一个固定的 SAT 实例,运行时间

服从某个分布,但是对于不同的 SAT 实例,它们的运行时间分布一般是不同的.由于运行时间分布的形状非常复

杂,为了能够进行运行时间分布与异步并行效率的分析,我们对运行时间分布作了适当的简化.用一个分段线性

分布近似地模拟随机算法 RDP 的运行时

间分布,这种分段线性分布要比线性分布

和对数正态分布包含更多的实际运行情

况 .分段线性分布是一种单峰分布 ,文献

[5,10]中的计算实验结果也说明了这种分

布,对于线性分布和对数正态分布可以视

为分段线性分布的特殊情况(分别对应于

单峰位置在起始点和前部).下面给出随机

算法 RDP 运行时间分布的示意图(如图 1
所示). 

在图 1 中,横轴表示执行时间,纵轴表

示时间的分布概率,c 是分布的峰高,a,b 为峰的位置(a 为前偏移量,b 为后偏移量). 
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Fig.1  Running time distribution of randomized algorithm RDP 
图 1  随机算法 RDP 运行时间分布 
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首先,图 1 所示的两段函数为 
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则一次执行算法 RDP 的运行时间不超过 t 的概率为 
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进一步地,k 次执行算法 RDP 的运行时间(即 k 次中最短的一次执行时间)不超过 t 的概率为 

 , (6) kk txtx ])Pr[1(1][Pr )( ≤−−=≤
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则 k 次执行算法 RDP 的运行时间为 t 的概率为 
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因此,执行一次算法 RDP 的运行时间的期望是 
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执行 k 次算法 RDP 的运行时间的期望是 

 , (9) ∫
+

⋅=
ba

kk ttfttE
0

)()( d)(][

则 k 台处理器异步并行执行的加速比为 
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由式(10)可知,并行加速比涉及 a,b,c,k 这 4 个参数.为了研究单峰位置对并行加速比的影响,我们设 
 ba λ= , (11) 
这里, 10 << λ , 1=λ 和 1>λ 分别对应于单峰位置在分布的前部、中部和尾部的情况.结合式(3),a,b 可以用 λ和
c 来表示 
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将式(12)代入式(10),并进行积分得到 
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这里,Hypergeometric2F1 是一种超几何函数,其积分形式是 
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由计算结果式(13)可以看出,加速比的值与 c无关,而只与 λ和 k相关.我们分别画出了加速比的变化曲面(如
图 2 所示)和 λ=1/16 以及 λ=1 时加速比曲线对照图(如图 3 所示). 
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Fig.2  Variation of speedup              Fig.3  Comparison of speedup (λ=1/16, λ=1) 
 图 2  加速比的变化曲面                 图 3  加速比曲线对照(λ=1/16 和λ=1) 
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从图 2 可以看出,加速比受 λ的影响很大,当 λ较小时(λ<0.25)有显著的加速,而 λ的其他区域加速缓慢且变

化不大.由图 3 可以看出,单峰位于前部的加速比要明显好于位于中部和尾部时的情形,对于 k<10 且 λ 较小时,
有近线性的加速. 

3   计算实验 

我们随机生成了两个 3-SAT 实例(m=430,n=100),实例 1 和实例 2 分别代表了单峰在前部和中部的情形.按
照处理器数目为 1,5,10,20,30,40 和 50,分别对实例 1 和实例 2 进行了异步并行计算,得出的加速比和并行效率

见表 1 和表 2. 
Table 1  Parallel efficiency and speedup of instance 1 

表 1  实例 1 的加速比和并行效率 
Number of processors k=1 k=5 k=10 k=20 k=30 k=40 k=50 
Average running time 0.363 1 0.075 3 0.056 4 0.053 2 0.051 6 0.050 0 0.050 0 

Speedup  4.822 3 6.438 3 6.825 6 7.037 2 7.262 4 7.262 4 
Parallel efficiency  0.964 5 0.643 8 0.341 3 0.234 6 0.181 6  0.145 2 

Table 2  Parallel efficiency and speedup of instance 2 
表 2  实例 2 的加速比和并行效率 

Number of processors k=1 k=5 k=10 k=20 k=30 k=40 k=50 
Average running time 10.494 4 9.011 3 8.534 6 4.105 8 2.554 0 1.881 4 1.540 8 

Speedup  1.164 6 1.229 6 2.556 0 4.109 0 5.578 0 6.811 0 
Parallel efficiency  0.232 9 0.123 0 0.127 8 0.137 0 0.139 4 0.136 2 

由表 1 和表 2 中的计算结果可以看出: 
(1) 实例 1 的加速比或并行效率明显好于实例 2,说明单峰位置靠前的有较好的并行效率; 
(2) 两个实例都说明,当处理器数目较大时(k>20),加速比增长缓慢,并行效率较低. 

4   结  语 

本文的计算实验验证了理论分析的结果,因此对于随机算法 RDP 的异步并行化,可以得出以下结论: 
(1) 当单峰位置较前以及处理器数目较少时,有较好的并行加速,即当 λ≤0.25 和 k≤20 时有接近线性的加速,

为加速有效区; 
(2) 当单峰位置靠后或处理器数目较大时,并行加速较差,即对于 λ>0.25 和 k>20 的区域加速缓慢,为加速无

效区. 
本文应用分段线性分布来模拟随机算法的运行时间分布,要比文献[10]中的线性分布代表更多的实际情

况,所得结论对于随机算法的异步并行化有着实际的指导意义.由于随机算法运行时间分布的多样性和复杂性,
分段线性模型还是一种简单的近似模型,需要进一步研究可行的更准确和更符合实际的模型. 
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