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基于伪直母线的复杂曲面自适应分片与展开
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Abstract:  Using an adaptive segment technique, a topological complex 3D surface can be developed into its 
corresponding 2D pattern. Firstly, triangular facet model is used to present a complex surface, and its quasi-rulings 
are computed. Secondly, the 3D surface is adaptively segmented based on its quasi-ruling. Finally, each segment is 
flatted into 2D pattern. This development algorithm can be directly used to computer aided design or texture 
mapping. It can be also applied to post-process in practical industrial modeling. 
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摘  要:  利用自适应分片技术把拓扑结构复杂的曲面展开为平面.首先把 CAD/CAM 常用的参数曲面转化为

三角剖分模型,求出曲面的伪直母线;然后基于伪直母线对曲面进行自适应分片;最后展开每一片曲面区域.该算

法可以直接应用于计算机辅助设计、制造和计算机图形学的纹理映射,也可以应用于实际工业造型中的后继 
处理. 
关键词:  可展曲面;直纹面;伪直母线;曲面展开 
中图法分类号: TP391      文献标识码: A 

包括不可展直纹面和非直纹面在内的拓扑结构复杂的曲面的展开问题是计算机辅助设计与制造

(CAD/CAM)中的一个重要研究课题.从大型的船舶和飞机到人们生活必需的服装,其设计和制造过程中都需要
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把复杂的空间曲面展开为平面. 
复杂曲面展开的研究最早可追溯到 20 几年前.1980 年,CAD 杂志上发表了 Manning 的关于复杂曲面展开

的论文,提出了基于等距树的计算机化模式裁剪方法,并应用于制鞋工业.从此以后,国际学者针对不同应用领

域做了多项研究工作,得到了复杂曲面展开的多种方法[1~15].依据产品所用的不同材质,展开方法大体上可以分

为两类.即允许曲面展开成平面的过程中有一定程度的拉伸或压缩的展开方法和不允许存在任何形变的展开

方法.对于后一类方法,非可展曲面展开为平面后存在着材料间的重叠和裂缝.例如,Hinds 等人[2]面向服装制造

业给出了先用四边形面片逼近曲面,然后基于离散高斯曲率展开四边形网格的方法,其中允许展开后的曲面有

裂缝.Azariadis 和 Aspragathos[3]改进了 Hinds 等人的方法,使展开后曲面的裂缝极小化.前一类方法一般基于优

化原理或用能量模型,在给出一个优化目标后,作逐步逼近展开.如 Azariadis 和 Aspragathos[4]给出了基于约束全

局优化的保持测地曲率的曲面展开方法.此类方法也常被应用于图形学中的纹理映射[4~8]. 
由于直接对参数曲面作展开是非常困难的,所以通常都基于参数曲面的离散形式进行曲面展开的研究工

作.从总体上来说,如果待展开的曲面为参数曲面,则先把原曲面用三角网格或四边形网格近似,然后把网格的

展开图作为原曲面的展开图.又因为凸多面体任一个伞处的不可展开性已有严格证明[16],所以通常的网格曲面

从严格意义上讲都是不可展的,只能寻求逼近原曲面的展开图,或者寻求允许裂缝或重叠的展开图.众所周知,
光滑曲面可展的充要条件是曲面上任意点处的高斯曲率为 0.把这一理论应用到离散形式,Calladine[17]给出了

网格曲面的离散高斯曲率的定义.这个定义后来成为许多网格曲面展开方法[2,3]的基础.另外,也可对复杂曲面

先作简单的带状分割,然后用直纹面近似每一条带状区域,最后使用全局优化的方法进行调整.如:席平[9]把三维

参数曲面在一个参数方向上递归地二分成条状区域和直纹面再进行展开;Hoschek[10]用两个方向的带状区域展

开曲面去逼近旋转曲面等.曲面展开的其他区域分割方法有:Bennis[6]给出的基于人工交互分割的技术;Elber[11]

给出的基于法曲率的改进的等参数线二分法的自动分片技术.后者改进了分割位置,减少了不必要的分割,但仍

属于带状分割范畴. 
在直母线上有不变的单位法向是可展曲面的另一重要特征[18].以此为基础,Randrup[19]给出了基于曲面高

斯球面像的用一张柱面去逼近曲面的方法.Chen 等人[20]推广了 Randrup 的方法,用多片可展曲面去逼近一张曲

面,但是他们考虑的还只能是一个方向的带状拼接. 
综观以上曲面展开的各种方法不难看出,这些方法中对复杂曲面的区域分割都只是简单地分大为小,或是

机械地采取带状分割或改进的带状分割,缺乏明显的几何意义,更没有抓住可展的几何特征对曲面进行最优的

分割.因而曲面分片数目不能加以控制,而且计算量偏大,其最大的局限性则是对拓扑结构复杂的曲面(如三叉

管曲面)展开无能为力. 
正因为看到区域分割方法的不同直接影响到曲面展开的质量,因此,本文从定义不可展曲面的伪直母线入

手,给出以伪直母线转角为依据的自适应分片算法,而不是简单地采用带状分片,这样的分片展开算法可以应用

于拓扑结构复杂的曲面,分片数目可人为地控制且计算量小.至于每一片的展开方法,本文给出精确的、允许重

叠和裂缝的展开方法.针对不同的应用需求,可以在此基础上对展开后的平面网格作进一步的调整.本文的算法

同时适用于连续定义的参数曲面,因为它是一种在给定误差下对参数曲面精确展开的离散逼近算法. 

1   伪直母线的定义及算法 

本节对包括不可展直纹面和非直纹面在内的非可展曲面给出其伪直母线的定义及其几何意义解释. 
定义 1. 对于空间曲面 上任意一点 P,如果在它的一个测地圆形邻域边界上某一点 Q 处,拥有与点 P 处最

接近的单位法矢,则方向

S

PQ 称为曲面 在点P处的一个伪直母线方向.而由P点和其一个伪直母线方向所确定

的一条射线称为曲面 在 P 点处的一条伪直母线.这里,所谓单位法矢的接近程度由两个向量之差的二范数大

小来确定. 

S
S

对空间曲面 上任意一点 P,可以根据其高斯曲率 K 的取值分为双曲点(K<0)、抛物点(K=0)、椭圆点(K>0)
这样 3 类.下面分 4 种情况讨论伪直母线的意义.从定义 1 我们可以看出,顶点 P 处由伪直母线方向所确定的径

向测地线有极小曲率半径,即从局部上看

S

[18]: 
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(1) 当 K<0 时,伪直母线方向恰为拥有绝对值较小的主曲率对应的主方向. 
(2) 当 K>0 时,伪直母线方向为椭圆面长半轴方向,也就是拥有较小主曲率的主方向. 
(3) 当 K=0,且主曲率 不同时为 0 时,伪直母线恰是可展曲面的直母线.而可展曲面当然是沿垂直直母

线方向展开的. 
21 , kk

(4) 当 同时为 0,即当点 P 是曲面上的平点时,任意方向都可以作为它的伪直母线方向. 21 , kk

如果我们把曲面 的伪直母线记为 S
,),,(),,(),,(),,( kjia zyxazyxazyxazyx zyx ++=  

其中 为向量 a 的分量,它们都是关于点位置(x,y,z)的函数,则由曲面上曲率线的定义可知,曲率线上每

一点处的切线都沿着主方向,于是向量场 a 的向量线恰为曲面 S 的曲率线.另外,我们知道,任意可展曲面的曲率

线为直母线与它的正交轨线,而且直母线有绝对值较小的主曲率.因此我们可以看出,把曲面沿着垂直伪直母线

方向展开总是比较合理的.基于这一分析我们得到下面的算法 1. 

zyx aaa ,,

算法 1. 伪直母线生成算法. 
输入:三维网格,其顶点集为 P={P0,P1,…,Pn−1},其中 为顶点数. n
输出:网格曲面的伪直母线.  
Step 1. 对曲面网格的每一个顶点 Pi: 

    Step 1.1. 如果此顶点 Pi 位于边界上,则转下一个顶点 Pi+1; 
    Step 1.2. 求出顶点 Pi 的单位法向 N,并对此顶点 Pi 的所有相邻顶点 Pj; 

      Step 1.2.1. 计算以顶点 Pi 与顶点 Pj 的连线为边界的两个面的单位法向的平均单位向量 Nj, 

作为网格曲面在顶点 Pj 的邻域边界上的一个单位法向. 
Step 1.2.2.  NNj N⋅Nj. 

Step 1.3. 求出拥有最大 NNj 的顶点 Pj.把从顶点 Pi 指向顶点 Pi 的方向作为顶点 Pi 处的伪直母线

方向.再把从顶点 Pi 指向 Pj 处伪直母线方向的射线作为顶点 Pi 处的伪直母线. 
Step 2. 结束,输出结果. 
易见,算法 1 是局部性算法,它无须作全局优化,因此计算量小,速度快.上述效果可由第 3 节中的实例得到 

验证. 
现在我们指出,利用伪直母线可以轻松地测量每一张拓扑结构复杂的曲面的可展程度的大小.近年来,国际

上众多学者给出了曲面展开质量的一些衡量准则.常用的有:相对面积误差、相对边长误差等[8,9].但是他们都还

没有给出曲面本身的可展程度的衡量标准.下面,基于上述伪直母线定义,我们给出复杂曲面可展程度的一种 
度量. 

定义 2. 对由三维网格点集{ 所决定的复杂曲面 S,其可展程度 E 定义为 1
0} −

=
n
iiP

∑
=

=
n

i
ii j

aE
1

, 

这里,i 是顶点 Pi 的下标,ij 是顶点 Pi 处 S 的伪直母线方向上与 Pi 相邻顶点的下标. 为两个顶点 P
jiia i, 处伪直

母线的夹角. 
jiP

从定义 2 我们知道,可展曲面的 E 值等于 0.对于一般曲面,其 E 值越小,越容易被展开为平面. 

2   曲面自适应分片展开算法 

本算法的关键在于如何确定曲面分片的边界.其基本原理为:采用广度优先算法搜索网格面片,从网格曲面

的一个面片开始,由面片顶点计算面片本身及其相邻面片的伪直母线方向,如果此两个伪直母线方向的夹角小

于给定的阈值,则把此相邻面片作为下一个搜索目标放入队列.由此递归地搜索直至队列为空,这样就形成一个

分片区域.如果还有未搜索面片,则建立新的分片区域继续进行,直至搜索完整个网格曲面. 
算法 2. 复杂曲面分片算法. 
输入:待分片的三角网格曲面.伪直母线阈值ε1,伪直母线转角阈值ε2. 
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输出:原曲面的多个曲面区域. 
Step 1. 利用算法 1,对每一个顶点求得曲面在该点的伪直母线. 
Step 2. 直到网格曲面全部搜索完毕,否则 

Step 2.1. 选择起始面片πi 用于区域搜索.这里,起始面片可以人工交互选择,也可以根据面片相邻关系

自动选定. 
Step 2.2. 分析面片πi 的 3 个顶点的伪直母线方向.如果有 2 个或 2 个以上伪直母线方向的内积绝对值

大于给定的阈值ε1,则把其中一个伪直母线方向作为此面片的伪直母线方向.否则,此面片的

伪直母线方向待定. 
Step 2.3. 考虑面片πi 的所有相邻面片πj.如果面片πi 和πj 的伪直母线方向的夹角小于给定阈值ε2,则把

面片πj 置入队列以待搜索.如果面片πj 的伪直母线方向待定,则从面片πi 继承伪直母线方向. 
Step 2.4. 如果待搜索面片队列非空,则转 Step2.2,否则,如果还有面片未搜索,则建立新的分片区域,转

Step2.1. 
Step 3. 分片算法结束. 
算法 3. 复杂曲面展开算法. 
输入:待展开的曲面. 
输出:原曲面展开后的多个平面区域和平面网格. 
Step 1. 如果已知曲面是参数曲面,调用三角剖分算法[14]进行曲面离散. 
Step 2. 利用算法 2,对曲面网格进行区域分割. 
Step 3. 对曲面网格的每一个区域: 

Step 3.1. 利用三角片旋转算法展开曲面网格[9]. 
Step 3.2. 生成 3D 网格展开后的 2D 网格的边界. 

Step 4. 结束,返回曲面展开后的多片平面片边界. 
Parida 和 Mudur[13]曾经给出了对展开后材料平面裂缝方向的调整方法.这一方法对拉伸强度具有各向异性

的服装布料等展开具有显著的意义.在本研究中,我们已经验证,采用此方法对分片展开后的曲面作各种实际应

用所需的调整是简易可行的.第 3 节中的图示为曲面展开的直接结果. 

3   算法应用实例 

 图 1 和图 2 是曲面展开算法示例.计算结果统计见表 1,计算环境为 Pentium III 933 计算机. 

  

Fig.1  Development of cone 
图 1  圆锥面展开 

(a) Cone  

(a) 圆锥面 

  (b) Quasi-Rulings

  (b) 伪直母线 

(c) The result of development 

(c) 展开结果 
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      (c) Three pieces of 2D pattern of a T-furcate surface 

      (right two pieces are zoomed in) 

      (c) T 型三叉管曲面分 3 片展开(右边两片是适当放大的结果) 

(b) Quasi-Rulings 

 

(b) 伪直母线 

 

 

 
(a) A T-furcate surface 

 
(a) T 型三叉管曲面  

Fig.2  Development of a T-furcate surface 
图 2  T 型三叉管曲面展开  

Table 1  Computational results 
表 1  计算结果 

Ex Vertex 
number 

Triangles 
number 

2D pattern 
number 

Surface E 
value Used ε1 Used ε2 Algorithm run-time (s) 

I 458 576 1 0.01 0.9 1.5 0.3 
II 1 791 2 308 3 65.81 0.9 1.5 0.8 

4  总结与讨论 

本文给出的曲面分片展开方法由于抓住了曲面上的伪直母线这一几何特征,因此建立了具有丰富几何内

涵的自适应分片方法,在此基础上对曲面进行精确展开,大大提高了复杂曲面展开的质量.本方法具有以下一些

明显的优点: 
(1) 可以对拓扑结构复杂的任意曲面进行展开. 
(2) 利用伪直母线转角阈值可以控制曲面分片的多少.与文献[9,10]采用简单带状分割方法相比,更容易

控制拓扑结构复杂的曲面分片数目.同时,分割方法更好地抓住了曲面的几何特征.如果一张参数曲面

是可展曲面,而其等参数曲线与直母线又不一致,则采用文献[9~11]的分割方法必定会引入不必要的

分割. 
(3) 算法计算量小,速度快.展开算法计算量仅为 O(n).与文献[6,11]相比较,分割方法计算简单,不需要计算

每一网格节点的测地曲率或法曲率. 
(4) 由于展开算法独立于曲面的表示形式,故适用于各种工程应用. 
可以应用本文的分片算法对国际上现有的各种曲面展开算法进行改进. 
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